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Transmissão
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Abstract: The overhead transmission lines are subject to several transients events, such as
atmospheric discharges. For this, the study of electromagnetic transients in transmission lines
is fundamental to know the response of this element before the electrical power system in cases
of unexpected requests. In the existing line models in electromagnetic transient softwares, a
required step is the fitting of the functions that model the line in rational functions. Therefore,
this paper aims to analyze the difference between two methods of rational approximation in
the study of electromagnetic transients in a single-phase overhead transmission line. The two
methods used are: i) Asymptotic Bode Fitting (ABF); ii) Vector Fitting (VF) . The analyzed
models are computed considering a frequency spectrum from 100 Hz to 10 MHz. According
to the results, the use of the most complex model, VF, can lead to mean square errors up
to 36 times smaller than those resulting from the use of the traditional ABF implemented in
electromagnetic transient software, such as ATP.

Resumo: As linhas de transmissão aéreas estão sujeitas a diversos eventos transitórios, como
as descargas atmosféricas. Dessa forma, o estudo de transitórios eletromagnéticos em linhas de
transmissão é fundamental para conhecer a resposta desse elemento perante o sistema elétrico
de potência em casos de solicitações inesperadas. Nos modelos de linha existentes em softwares
de transitórios eletromagnéticos, um passo obrigatório é o ajuste das funções que modelam a
linha em funções racionais. Sendo assim, este trabalho tem como objetivo analisar a diferença
entre dois métodos de aproximação racional no estudo de transitórios eletromagnéticos em uma
linha de transmissão monofásica aérea. Os dois métodos utilizados são: i) Ajuste Assintótico
de Bode (AAB); ii) Ajuste Vetorial (AV). Os modelos analisados são computados considerando
um espectro de frequência de 100 Hz até 10 MHz. Segundo os resultados, o uso do modelo mais
complexo, AV, pode levar a erros quadráticos médios até 36 vezes menores que os decorrentes
do uso do tradicional do AAB, implementado em softwares de transitórios eletromagnéticos,
como o ATP.

Keywords: Electromagnetic Transient; Rational Fitting; Vector Fitting; Bode’s Asymptotic
Method; Overhead Transmission Line.
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1. INTRODUÇÃO

Com o crescimento complexo e interconectado do sistema
elétrico de potência, existe a necessidade de uma avalia-
ção criteriosa do seu desempenho frente a fenômenos em
regime permanente e também em regime transitório. Um
aspecto chave para a avaliação adequada de transitórios
eletromagnéticos em sistemas de potência é a análise das
linhas que formam o sistema de transmissão (Moura et al.,
2016).

Para a avaliação de sobretensões em linhas de transmissão
aéreas, trabalha-se com as funções de impedância longitu-
dinal e admitância transversal, que podem ser calculadas
computacionalmente. Essas funções são calculadas para

serem utilizadas no cálculo da tensão e corrente no modelo
de linha. Normalmente, modelos de linha de transmissão
são obtidos através da suposição quase-TEM e trabalhados
no domı́nio do tempo.

Para que os modelos de linha de transmissão sejam cal-
culados em softwares do tipo EMTP (Electromagnetic
Transients Program), como por exemplo o Alternative
Transients Program (ATP), é necessário trabalhar com
funções no domı́nio do tempo. Com isso, é necessário rea-
lizar cálculos de convoluções no domı́nio do tempo, o que
traz grande esforço computacional, como visto em Neves
(2005). Uma maneira de reduzir esse fardo computacional
é aproximando essas funções no domı́nio da frequência
por meio de funções racionais. Essas funções racionais,
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que representam de maneira aproximada as funções de
impedância caracteŕıstica e propagação de onda obtidas no
domı́nio da frequência, podem ser aproximadas utilizando
vários métodos diferentes detalhados em Bañuelos-Cabral
et al. (2017). Dentre os métodos comentados em Bañuelos-
Cabral et al. (2017), pode-se destacar os métodos de AAB
e o AV como sendo os mais utilizados em estudos de
transitórios eletromagnéticos.

Neste trabalho, é apresentado um estudo comparativo de
duas abordagens para realizar a śıntese de funções racio-
nais, necessárias para o estudo de transitórios eletromagné-
ticos, sendo elas os métodos de ajuste por meio de equações
assintóticas de Bode e o AV. Para realizar a comparação
foi calculada a raiz dos erros quadráticos médio entre os
valores exatos e o valor obtido através do ajuste feito,
em cada situação, nas funções de propagação de onda e
impedância caracteŕıstica de uma linha de transmissão
monofásica.

Além da presente seção introdutória, este artigo é com-
posto de mais quatro seções principais. Na Seção 2, con-
ceitos gerais relacionados aos parâmetros por unidade de
comprimento das linhas de transmissão são expostos e
os modelos adotados nesse trabalho são apresentados. Na
Seção 3, os métodos de ajuste considerados são deta-
lhadamente discutido. Na Seção 4, os resultados obtidos
são apresentados e analisados. Por fim, na Seção 5, são
sintetizadas as principais conclusões do estudo.

2. PARÂMETROS DE LINHAS DE TRANSMISSÃO

Para analisar sistemas elétricos de potência frente a re-
gimes transitórios, é necessária a correta modelagem da
propagação de ondas de tensão e corrente em linhas de
transmissão. Para modelagem de uma linha de transmis-
são, pode-se citar duas metodologias que são comumente
utilizadas (Júnior, 2003): i) modelos com parâmetros con-
centrados e ii) modelos com parâmetros distribúıdos.

Os modelos que consideram parâmetros distribúıdos são
os mais indicados, devido à precisão necessária no estudo
de transitórios eletromagnéticos em linhas de transmissão.
Tais modelos são obtidos por meio do cálculo de dois
parâmetros eletromagnéticos essenciais, a impedância lon-
gitudinal (ZL) e a admitância transversal (YT ) da linha
(ambos por unidade de comprimento).

Considerando algumas simplificações, como a distância
constante dos condutores ao longo da linha e a linha
sendo infinitamente longa, ou seja, seu comprimento é
muito maior que a maior altura do condutor em relação
ao solo, pode-se determinar a impedância de retorno pelo
solo, como visto em (Pollaczek, 1926; Carson, 1926; Deri
et al., 1981; Carson, 1929). Nos próximos subitens está
detalhado o cálculo de ZL e YT no modelo trabalhado.
Ademais, vista a importância da consideração da variação
dos parâmetros eletromagnéticos do solo com a frequência,
também é comentada a consideração da dependência da
frequência dos parâmetros permissividade e condutividade
elétrica do solo.

2.1 Impedâncias de Retorno do Solo e Efeito Pelicular

A inclusão da corrente de retorno pelo solo em um modelo
de linha de transmissão foi o objeto de estudo de diversos

trabalhos. Dentre esses trabalhos, vale ressaltar os pionei-
ros, sendo eles o de Carson (1926) e de Pollaczek (1926).
Em seus trabalhos, ambos quantificaram os termos de
correção das impedâncias própria e mútua, que deveriam
ser somados aos valores das impedâncias calculados para
o solo ideal, levando-se em conta a corrente no solo.

Nos trabalhos de Carson e Pollaczek, a obtenção dos
parâmetros eletromagnéticos longitudinais da linha, por
unidade de comprimento, faz o uso de integrais impró-
prias. A solução dessas integrais nem sempre é de simples
obtenção. Em 1981, Deri et al. (1981) apresentou algumas
aproximações asśıntóticas para as formulações de Carson.
Como no trabalho de Moura (2014), foi mostrado que não
existe diferença prática do uso de Carson ou de Deri no
cálculo de ZL, optou-se pela aplicação das aproximações
de Deri, devido à facilidade de implementação.

Ademais, a condução de ondas eletromagnéticas em con-
dutores elétricos implicam no efeito pelicular (Skin Effect).
Esse fenômeno ocorre devido à dificuldade que campos
eletromagnéticos têm de penetrar em condutores elétricos.
Logo, para a correta avaliação da impedância longitudi-
nal, deve-se considerar a variação com a frequência dos
parâmetros associados à esse fenômeno, em uma parcela
conhecida como impedância interna do condutor (Zint).
Nesse trabalho, optou-se por utilizar as equações descritas
no trabalho de Dwight (1918), que apresenta formula-
ções para a consideração do correto cômputo do efeito
da frequência na indutância e na resistência interna de
condutores tubulares.

2.2 Admitância Transversal Variando com a Frequência

O parâmetro transversal da linha representa o efeito ca-
pacitivo entre os condutores e entre condutor e a terra.
Se o solo for considerado um condutor elétrico perfeito,
essa matriz de capacitância pode ser calculada por meio
da matriz inversa de potencias de Maxwell.

Contudo, segundo o trabalho de Gertrudes et al. (2011),
nessa faixa de frequência torna-se necessária uma reavali-
ação dos parâmetros transversais considerando a variação
com a frequência. Para garantir uma maior precisão no
modelo adotado nesse trabalho, optou-se por considerar o
modelo aproximado de Tesche-Deri. Desenvolvido por Tes-
che (1992), esse modelo relaciona o cálculo da admitância
transversal com o cálculo da impedância de retorno pelo
solo (calculada através do modelo de Deri, por isso, o nome
Tesche-Deri).

Tesche desenvolveu seu modelo a partir da admitância
transversal, calculada na condição de solo ideal, associada
em série com a admitância transversal de retorno pelo
solo. O cálculo da admitância transversal é obtido através
da matriz inversa de potencias de Maxwell e o cálculo
da admitância transversal de retorno está detalhado em
Tesche (1992).

2.3 Consideração da Variação da Condutividade e
Permissividade Elétrica do Solo Variando com a Frequência

Macroscopicamente, as propriedades eletromagnéticas do
solo, assim como de qualquer meio, podem ser descritas em
termos de sua condutividade elétrica (σ), permissividade
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elétrica (ε) e permeabilidade magnética (µ). Segundo os
trabalhos de Weir (1974); Hipp (1974); McKim et al.
(1980); Scott (1983); Portela (1999), µ praticamente não
sofre influência da variação do espectro de frequência da
excitação. Por outro lado, como mostrado em Scott (1966);
Longmire and Smith (1975); Visacro and Alipio (2012);
Alipio (2014); Moura et al. (2018) o mesmo não pode ser
dito sobre a condutividade e a permissividade elétricas do
solo.

Além disso, como pode ser visto nos trabalhos de Carson
(1926); Deri et al. (1981), a consideração dessa natureza
dispersiva do solo impacta consideravelmente o modelo de
linhas de transmissão. Sendo assim, neste trabalho, foi
considerada a correção dos parâmetros do solo variando
com a frequência, proposto por Alipio (2014), impactando
diretamente na impedância de retorno pelo solo. O traba-
lho de Alipio foi escolhido por ser uma metodologia base-
ada em medições locais, ou seja, reduzindo posśıveis erros
ao transportar as medições, e por ser um método causal,
diferentemente do trabalho anteriormente publicado pelos
mesmos autores Visacro and Alipio (2012).

Em Alipio (2014), os autores desenvolveram um modelo
de correção dos parâmetros de condutividade e permissi-
vidade elétrica do solo empiricamente. O modelo proposto
é capaz de prever o comportamento dos parâmetros de
resistividade e permissividade elétrica relativa que variam
seu valor com a frequência. Esse modelo é válido para
uma faixa de 100 Hz a 4 MHz. Para valores abaixo de
10 kHz, utiliza-se a frequência de 10 kHz para o cálculo da
permissividade elétrica.

2.4 Propagação de Onda e Impedância Caracteŕıstica

Os modelos de linhas de transmissão são baseados nas
equações diferenciais de propagação de onda. Através das
equações do Telegrafo, e trabalhando com os parâmetros
longitudinais e transversais distribúıdos da linha, pode-se
definir duas funções: i) a função de propagação de onda
(A(ω)) - que quantifica a atenuação e defasagem que uma
onda sofrerá durante sua propagação; e ii) a impedância
caracteŕıstica (ZC(ω)), que relaciona as ondas de tensão e
corrente.

Esses parâmetros, bem como as correntes e tensões esti-
madas com o aux́ılio delas, encontram-se no domı́nio da
frequência. Porém, na maioria dos estudos de transitórios
eletromagnéticos, elas devem ser usadas no domı́nio do
tempo. Para isso, aplica-se a transformada inversa de Fou-
rier, transformando as respostas no domı́nio da frequência
para o domı́nio do tempo. Nesse processo, ocorrem opera-
ções de convolução, o que, para simulações computacionais
de transitórios eletromagnéticos, consome muito tempo
computacional.

Com intuito de contornar esse problema computacional,
uma solução foi apresentada no trabalho Semlyen and
Dabuleanu (1975). Nessa abordagem, a representação da
função de propagação (A(ω)) e da impedância caracteŕıs-
tica (ZC(ω)) da linha é feita por meio de uma função expo-
nencial no domı́nio do tempo. Com essa representação, foi
posśıvel solucionar as convoluções que aparecem no cálculo
de transitórios em linhas no domı́nio do tempo através

de um conjunto de equações não lineares, cuja solução é
obtida por meio do algoritmo de Newton-Raphson.

2.5 Aproximação em Funções Racionais em Modelos de
Linha de Transmissão

Um problema apontado por Semlyen é a dificuldade de
aproximar a função de propagação em uma soma de
exponenciais, devido ao seu grande número de oscilações
e picos. Para contornar tal problema, Marti (1982) propõe
uma técnica que considera o tempo de atraso (τ) em
cada modo de propagação, e, assim, define-se uma matriz
auxiliar P (ω), a relação entre as matrizes A(ω) e P (ω)
pode ser vista em (1). Esse atraso, definido como tempo
de propagação, é calculado pela razão do comprimento da
linha pela velocidade do modo de propagação.

A(ω) = P (ω)e−jωτ (1)

Um ponto a ser destacado nessa técnica é que os elementos
podem apresentar n atrasos diferentes devido aos “multi-
modos de propagação” em uma linha com n-condutores,
como visto em Wedepohl (1963). Para contornar esse pro-
blema, Marti (1982) considera τ como sendo o atraso de
tempo de viagem da componente de frequência mais rápida
presente no impulso injetado.

Em seu artigo, Marti (1982) representa a impedância
caracteŕıstica (ZC(ω)) como uma série de blocos com
paralelo de resistências e capacitâncias, que resulta em
uma função de soma de frações racionais. A resistência
R0 é definida para situação em que a frequência tende
ao infinito. Como o valor de A(ω) corresponde a zero
quando a frequência tende ao infinito, o número de zeros
deve ser menor que o número de polos da função racional
resultante. Para esse caso, tem-se uma soma de frações
racionais e diferentemente da impedância caracteŕıstica
não terá uma constante.

3. MÉTODOS DE SÍNTESE DE FUNÇÕES
RACIONAIS

A śıntese das funções racionais é de fundamental impor-
tância para diminuir o tempo gasto com operações de con-
volução. Dessa maneira, este artigo aborda duas técnicas
para o ajuste de tais funções racionais, sendo elas: i) AAB
e ii) AV.

3.1 Método de Ajuste Assintótico de Bode

Em seu trabalho, Marti faz a śıntese das funções de
propagação de onda e impedância caracteŕıstica usando
o AAB. O AAB consiste em uma adaptação numérica do
método gráfico do diagrama de Bode (1945). O método
sugere que a função racional tenha apenas zeros e polos
reais para evitar ondulações e picos indesejados.

A aproximação é feita passo a passo, iniciando no ńıvel CC
e seguindo até a frequência mais elevada, no caso desse
estudo 10 MHz. O AAB faz a aproximação através da
seguinte relação:
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|F (jω)| = C0

∣∣∣ jωa1
− 1

∣∣∣ ̸ α1

∣∣∣ jωa2
− 1

∣∣∣ ̸ α2...
∣∣∣ jωan

− 1
∣∣∣ ̸ αn∣∣∣ jωb1 − 1

∣∣∣ ̸ β1

∣∣∣ jωb2 − 1
∣∣∣ ̸ β2...

∣∣∣ jωbm − 1
∣∣∣ ̸ βm

(2)

onde |F (jω)| é a função aproximada, ω é a frequência do
sinal, an é o n-ésimo zero, bn é o n-ésimo polo, αn e βn

são os ângulos referentes aos respecitivos polos e zeros.
É de importância para esse estudo que seja destacado o
fato de que os ângulos α e β são desconsiderados. Isso é
devido a aproximação ser feita utilizando funções racionais
de fase mı́nima, ou seja, funções que possuem zeros e polos
localizados no semiplano esquerdo do plano s no eixo dos
números reais, em outras palavras, somente polos e zeros
reais. Resultado disso, são funções ajustadas definidas
apenas pelas suas magnitudes.

Utilizando as propriedades logaŕıtmicas em (2) e descon-
siderando os ângulo, tem-se como resultado (3).

log10 |F (jω)| = log10 |C0|+ log10

∣∣∣∣ jω

a1 − 1

∣∣∣∣+ ...

+ log10

∣∣∣∣ jω

an − 1

∣∣∣∣− log10

∣∣∣∣ jω

b1 − 1

∣∣∣∣− log10

∣∣∣∣ jω

bm − 1

∣∣∣∣ (3)

A dedução mais detalhada desse método pode ser visto no
trabalho de Bañuelos-Cabral et al. (2017).

3.2 Método de Ajuste Vetorial

Outros métodos foram desenvolvidos para fazer aproxima-
ções de funções racionais, como o Método de Levenberg-
Marquardt, método de Levy, entre outros, que podem au-
mentar a precisão e qualidade do modelo de linha de trans-
missão proposto por Marti (Bañuelos-Cabral et al., 2017).
Atualmente, dentre esses métodos, um que é largamente
utilizado em trabalhos sobre transitórios eletromagnéticos,
é o método proposto por Gustavsen and Semlyen (1998),
o AV, também conhecido como VF (do inglês).

O AV é uma técnica que realoca os polos de maneira
iterativa. A forma que ele trabalha se resume a resolver
um problema linear. Os polos iniciais são encontrados,
calculam-se os zeros resolvendo um problema de autovalor,
então encontrando novos polos e repetindo o processo
iterativamente até a convergência ser alcançada. Com o
objetivo de ser aplicado para sistemas de ordem alta e
um amplo espectro, o AV tem a liberdade de posicionar
os polos instáveis no semi-plano esquerdo para torná-los
estáveis.

Tendo o AAB como referência de comparação, o AV tem
a liberdade de definir, primeiramente, o número de polos
e zeros da função aproximada. Como o AV trabalha tanto
com a parte real quanto a parte imaginária das funções,
o AV teoricamente deverá mostrar maior precisão. Tam-
bém apresentará maior flexibilidade devido à liberdade de
definir o número de polos e zeros.

3.3 Comparação entre o AAB e o AV

Visto que o AAB não necessita de pré-ajuste, ou seja,
definir o número de polos e zeros antes que a rotina possa

ser executada, esse método pode aparentar ter um uso mais
intuitivo ao usuário. Dessa forma, o número de polos e
zeros será determinado ao longo da rotina e não dependerá
do usuário, diferentemente do AV, que é preciso determinar
o número de polos e zeros antes do processo iterativo.

O AAB, por definir a ordem sem pré-ajuste, pode ge-
rar aproximações racionais de alta ordem. Como visto
em Fernandes and Neves (1999), a aproximação racional
de alta ordem pode levar a resultados com erros locais
significativos. Outro ponto além da ordem do modelo a
ser destacado, é que as funções de propagação de onda e
impedância caracteŕıstica são funções complexas, ou seja,
possuem módulo e ângulo. Considerando que o AAB traba-
lha com funções de fase mı́nima, espera-se menor precisão
nos resultados, visto que esse método trabalha apenas com
a magnitude das funções.

Devido ao fato do AAB trabalhar apenas com a magnitude
das funções, espera-se que o AAB gere uma reta que
representa ângulo zero, isto é devido ao fato supracitado
que ele trabalha com funções de fase mı́nima, sendo assim,
somente a amplitude é considerada em sua aproximação.
Um ponto que deve ser destacado, quando comparado os
dois métodos, é o fato do AAB trabalhar com funções de
fase mı́nima. Sendo assim, o AAB terá somente polos e ze-
ros estáveis. Por outro lado, o AV terá que ajustar funções
que possuem polos e zeros instáveis, já que geralmente a
matriz de transformação modal trará funções com polos
instáveis (Gustavsen and Semlyen, 1998). Esse problema é
resolvido de duas formas que poderão ser escolhidas pelo
usuário no ińıcio da rotina. A primeira opção é inverter o
sinal do polo para que ele seja “forçado” a se tornar estável
ou a segunda opção em que o polo instável é deletado.
Em Gustavsen and Semlyen (1999) é mostrado que ambas
formas trazem resultados bem próximos.

Com intuito de verificar o desempenho global dos dois
métodos de ajuste, foi realizado o cálculo da Raiz do
Erro Quadrático Médio (REQM), conforme definido em
(4). Através da REQM, pode-se fazer uma análise que
demonstra o verdadeiro erro de cada método apresentado,
em uma perspectiva mais ampla, ou seja, em todo o
espectro de frequência de interesse. Os valores de REQM
encontrados são apresentados e analisados na Seção 4.

REQM =

√∑ 1

n
(x′ − x)

2
(4)

em que x′ é o valor obtido através dos cálculos (vistos nos
itens 2 e 3), x é o valor aproximado para cada ponto de
frequência e n é o número de pontos avaliados, que nesse
caso é igual a 100.

Os cálculos realizados nesse estudo foram feitos com aux́ı-
lio de rotinas implementadas no software de cálculo numé-
rico MATLAB®. A máquina utilizada tem um processador
i5 9300H, 8GB de memória RAM e Windows 10.

4. RESULTADOS

Os estudos de Gertrudes et al. (2011) e de Alipio (2014)
mostram que os parâmetros do solo variam com relevância
nas frequências acima de 10 kHz. Dessa maneira, para
garantir que todo o espectro de frequência t́ıpico de descar-
gas atmosféricas seja coberto, optou-se por analisar uma
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faixa de 100 Hz a 10 MHz. Em todos os resultados foi
considerada a variação dos parâmetros eletromagnéticos
do solo com a frequência, segundo o modelo de Alipio
(2014). Optou-se por extrapolar as equações de Alipio-
Visacro para valores acima de 4 MHz, visto o interesse
de conhecer o modelo da linha até 10 MHz.

Nesse trabalho, foi considerada uma linha de transmissão
monofásica rural com uma altura de 10 metros do solo e
comprimento de 1000 m. O raio do condutor fase igual a 7,5
mm, seu raio interno igual a 0,1 mm e sua resistência CC
igual a 4,53 mΩ/km. Com intuito de verificar as diferenças
existentes entre os parâmetros que modelam a linha em
questão, a Fig. 1 mostra os valores absolutos da impedân-
cia caracteŕıstica (Fig. 1(a)) e da função propagação de
onda (Fig. 1(b)) na situação de baixa (ρ = 100Ω.m) e
alta resistividade (ρ = 2000Ω.m). Como pode ser visto na
Fig. 1, a resistividade elétrica do solo impacta de maneira
senśıvel na propagação das ondas eletromagnéticas que
trafegam nas linhas de transmissão. Essa informação é
especialmente importante nas ondas mais rápidas, ou seja,
que contém excitações no espectro de frequência superior.

(a) |Zc(ω)|. (b) |P (ω)|.

Fig. 1. Comparação do impacto nos parâmetros da linha
devido a correção dos parâmetros da linha com a
frequência para solos de baixa (ρ = 100Ω.m) e alta
resistividade (ρ = 2000Ω.m) no intervalo de 100Hz a
10MHz.(a) Impedância Caracteŕıstica (b) Propagação
de Onda

Para verificar o impacto do ajuste, as Figs. 2, 3, 4 e 5
ilustram o módulo (a) e o ângulo (b) das funções de pro-
pagação de onda e impedância caracteŕıstica em solos de
baixa e alta resistividade. Para garantir uma comparação
adequada, ambos modelos consideram o mesmo número de
polos e zeros, ou seja, a ordem do AV foi atribúıdo o valor
definido para ajustar o AAB (que nesse caso é igual a 3).

(a) Módulo (b) Ângulo

Fig. 2. Comparação dos métodos de aproximação na fun-
ção de propagação de onda [P(ω)] em solo de baixa
resistividade (ρ = 100Ω.m).

Pode-se observar nas Figs. 4 e 5 que a resposta do AV
aparenta divergir mais dos dados do que a do AAB em
baixas frequências para o ajuste da impedância caracteŕıs-
tica. Como o AV tenta ajustar, simultaneamente, a parte

(a) Módulo. (b) Ângulo

Fig. 3. Comparação dos métodos de aproximação na fun-
ção de propagação de onda [P(ω)] em solo de alta
resistividade (ρ = 2000Ω.m).

(a) Módulo (b) Ângulo

Fig. 4. Comparação dos métodos de aproximação na Im-
pedância Caracteŕıstica [ZC(ω)] em solo de baixa re-
sistividade (ρ = 100Ω.m).

(a) Módulo (b) Ângulo

Fig. 5. Comparação dos métodos de aproximação na Im-
pedância Caracteŕıstica [ZC(ω)] em solo de alta resis-
tividade (ρ = 2000Ω.m).

real e imaginária da função ajustada, o valor absoluto da
função pode ficar mal ajustado. Mas, mesmo para uma
mesma ordem, o AV apresenta um ajuste global melhor.
É válido pontuar que nas Tabelas 1 e 2 são apresentados
valores em que ambos os métodos trabalham com mesmo
número de polos e zeros, o que garante que as funções
racionais obtidas por ambos os métodos tenham mesma
ordem.

Por fim, como discutido anteriormente, o AV possui a
liberdade de escolher o número de polos e zeros, ou seja,
a ordem da função a ser ajustada. Sendo assim, foram
feitas as mesmas comparações anteriores, com número de
polos e zeros diferentes para o AV, já que no AAB não
há a liberdade de alternar o número de polos e zeros.
Nessa comparação, para a impedância caracteŕıstica, foi
imposta ordem 10 e, para a função de propagação de onda,
foi imposta ordem 8. Esses valores foram escolhidos pois,
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para o caso estudado, são os que mostraram maior precisão
mantendo a passividade do sistema, que é necessária para
evitar instabilidadea. As Figs. 6 e 7 ilustram as funções
ajustadas considerando a ordem comentada, para o caso
onde há maior erro médio quadrático (ρ = 2000Ω.m).
De acordo com as Figs. 6 e 7, pode-se perceber que o
ajuste usando um maior número de polos tem uma maior
aderência aos dados, tanto para impedância caracteŕıstica
quanto para a função de propagação de onda. Isso pode ser
visto também na REQM, conforme mostrado na Tabela 3.

(a) Módulo (b) Ângulo

Fig. 6. Comparação da função de propagação de onda
[P(ω)] em solo de baixa resistividade (ρ = 2000Ω.m),
considerando ordem 8 no AV.

(a) Módulo (b) Ângulo

Fig. 7. Comparação da Impedância Caracteŕıstica [ZC(ω)]
em solo de baixa resistividade (ρ = 2000Ω.m), consi-
derando ordem 10 no AV.

Tabela 1. Erro do método de AV relacionado ao erro do
AAB em solos de baixa resistividade ρ = 100[Ω.m]

REQM P(ω) Zc(ω)

AAB 0,1574 500,9136

AV 0,046 406,4458

(AV - AAB / AV)(%) -242,17 -23,24

Tabela 2. Erro do método do AV relacionado ao Erro do
AAB em solos de alta resistividade ρ = 2000[Ω.m]

REQM P(ω) Zc(ω)

AAB 0,1632 500,1103

AV 0,0556 433,9434

(AV - AAB / AV)(%) -193,52 -15,24

Tabela 3. Erro do método de AV relacionado ao Erro
do AAB em solos de alta resistividade ρ = 2000[Ω.m],
considerando maior número de polos no AV

REQM P(ω) Zc(ω)

AAB 0,1632 500,1103

AV 0,0051 13,6716

(AV - AAB / AV)(%) -3.100 -3.558,02

5. CONCLUSÃO

Esse trabalho discute e compara dois métodos de apro-
ximação racional, AV e AAB. Esses métodos são ampla-
mente utilizados para ajustar diversas funções no domı́nio
da frequência. No presente trabalho, a análise foi feita
para o ajuste da impedância caracteŕıstica e da função
propagação de onda, parâmetros essenciais para o estudo
de transitórios eletromagnéticos em linhas de transmissão.

O AV ajusta tanto a parte real quanto imaginária das
funções, enquanto que o AAB considera apenas o módulo
das funções. Isso leva a acreditar que o AV trará uma
aproximação com um erro menor que o AAB. Segundo os
resultados, essa afirmação é correta e devido à flexibilidade
do AV na obtenção de seus polos e zeros, valores até 36
vezes menores de erro foram encontrados nos resultados.
Isso deixa claro que o AV supera o AAB em relação a
precisão. Entretanto, vale ressaltar que, com o uso do
AV existe a possibilidade de se ter matrizes não passivas
(mesmo que todos os polos encontram-se estáveis), ha-
vendo a necessidade de um reforço de passividade. Esse
reforço de passividade pode levar a um ajuste inadequado
da função estudada.

Dessa maneira, pode-se concluir que o método de AV trará
maior precisão para o modelo de linhas de transmissão
no qual foi implementado, especialmente para o caso de
solos com maior resistividade. Contudo, ele apresenta uma
maior necessidade de cuidados especiais, conforme comen-
tando anteriormente, e muitas vezes exige a necessidade
da interação do usuário para garantir que o ajuste está
adequado. Isso pode ser muito problemático na aplicação
de softwares comerciais, sendo necessário o conhecimento
prévio do usuário em ajuste de funções racionais para a
utilização do software.
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