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∗ Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, SP,
(e-mail: geovanelentz@usp.br).

∗∗ Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo,
SP, (e-mail: lfcalberto@usp.br).

Abstract: The search for methodologies to assess voltage stability in real-time is currently one
of the greatest challenges for researchers. Some authors have used Phasor Measurement Unit
(PMU) measurements to compute indexes to monitor how close the system is to the Maximum
Load Point (MLP). However, in order to be able to correctly apply these indexes, they must
work for all types of load increasing. This article investigates the performance of some existing
indexes for stability margin assessment. Only MLP due to Saddle-Node Bifurcation (SNB)
was considered in this paper. The results indicate these indexes are strongly dependent on the
direction of load increase and fail to correctly detect the onset of a voltage collapse.

Resumo: A busca por metodologias para avaliar a estabilidade da tensão em tempo real é
atualmente um dos maiores desafios para os pesquisadores. Alguns autores usaram medições
da Phasor Measurement Unit (PMU) para calcular ı́ndices e monitorar o quão perto o sistema
está do Ponto de Máximo Carregamento (PMC). No entanto, para poder aplicar corretamente
esses ı́ndices, deve funcionar para todos os tipos de aumento de carga. Este artigo investiga o
desempenho de alguns ı́ndices existentes para avaliar a margem de estabilidade. Apenas PMC
devido a Bifurcação do tipo Sela-Nó (BSN) foi considerado neste artigo. Os resultados indicam
que esses ı́ndices são fortemente dependentes da direção do aumento da carga e não conseguem
detectar corretamente o ı́nicio de um colapso de tensão.
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Unit; P-index; L-index; LSI; FVSI.
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1. INTRODUÇÃO

Com o aumento da demanda de energia elétrica devido ao
progresso econômico, os SEPs estão operando próximos
aos seus limites e qualquer situação que gere uma mu-
dança na topologia do sistema ou nos parâmetros, como
por exemplo curto-circuitos, falhas de equipamentos de
proteção, aumento gradativo de cargas ou contigências,
podem causar instabilidade e levar o SEP a um colapso.

SEPs são muito complexos e podem colapsar devido a di-
versos mecanismos. Um destes mecanismos, que é relevante
para a instabilização de SEPs carregados, é o fenômeno de
estabilidade de tensão.

Para evitar instabilidades e a interrupção do fornecimento
de energia elétrica, é fundamental monitorar a margem
de estabilidade de tensão dos SEP em tempo real. Alguns
autores propuseram o emprego de PMUs para monitorar a
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margem de carregamento de um sitema elétrico em tempo
real.

Três diferentes metodologias são comumente utilizadas
para monitor a margem de estabilidade de tensão com
PMUs: métodos baseadas no teorema de Thévenin, aquelas
baseadas em Redes Neurais Artificiais e ı́ndices de estabi-
lidade de tensão. Gong et al. (2006), Corsi and Taranto
(2008), Mou et al. (2012), Su and Liu (2016) e Polster et al.
(2017) utilizaram o equivalente de Thévenin, calculado a
partir de medidas de PMU, para avaliar a estabilidade de
tensão em tempo real.

As Redes Neurais Artificiais foram utilizadas para moni-
torar a estabilidade de tensão em tempo real, por Diao
et al. (2009), Zhou et al. (2010), Innah and Hiyama
(2011), Khoshkhoo and Shahrtash (2013), Mohammadi
and Dehghani (2015), Nandanwar and Warkad (2016) e
Shah and Verma (2016). As redes neurais estão sendo
usadas em diferentes áreas de estudos, é uma ferramenta
que detecta padrões e informam para os operadores qual
a situação do sistema. Após ser treinada, a rede tem a
atuação rápida para solução do problema, pórem, o trei-
namento envolve um tempo computacional muito elevado
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e milhares de casos devem ser levados em consideração,
como por exemplo todos os tipos de contingências, curto-
circuitos e diferentes aumentos de carga, portanto, esse
treinamento torna-se inviável.

Diferentes ı́ndices para avaliar a estabilidade de tensão em
tempo real por meio de PMUs foram empregados. Momoh
et al. (2008) e Kamel and Karrar (2018), por exemplo,
utilizaram o L-index e o P-index respectivamente. A partir
das medidas das PMUs é realizada uma estimação de
variáveis e/ou parâmetros e por fim esses ı́ndices são
calculados. Shah and Verma (2016), aliando redes neurais
e medidas de PMU, utilizou os ı́ndices Line Stability Index
(LSI) e o Fast Voltage Stability Index (FVSI) para avaliar a
estabilidade de tensão. A principal vantagem desses ı́ndices
é a velocidade computacional para determiná-los, porém
este artigo mostrará que os ı́ndices são muito dependetes
da direção de crescimento de carga, portanto não são
adequados para a avaliação da margem de estabilidade de
SEP.

O presente artigo, além desta parte introdutória, está divi-
dido da seguinte maneira: no caṕıtulo 2 são apresentados
os ı́ndices que serão abordados neste artigo. No caṕıtulo
3, apresenta-se os sistemas testes e os cenários que serão
utilizados para avaliar os ı́ndices. No caṕıtulo 4, os resul-
tados obtidos são apresentados. E por fim, no caṕıtulo 5,
são apresentadas as conclusões obtidas.

2. ÍNDICES PARA AVALIAR A ESTABILIDADE DE
TENSÃO EM SEP

Neste caṕıtulo serão apresentados alguns ı́ndices que foram
propostos na literatura para avaliar a estabilidade de
tensão em SEP.

2.1 L-index

De acordo com Kessel and Glavitsch (1986), o L-index
pode ser utilizado para a detecção da instabilidade de
tensão em SEP. Espera-se que o ı́ndice assuma valores
entre 0 e 1. Quando igual a 1, o sistema atingiu o limite de
carregamento e o ponto de bifurcaçao que leva o sistema ao
colapso de tensão. A demonstração do L-index é realizada
a partir do sistema de 2 barras Figura 1.

A corrente elétrica injetada nas barras é dada por (1).

[
İ1
İ2

]
=

[
Ẏ11 Ẏ12
Ẏ21 Ẏ22

]
.

[
V̇1
V̇2

]
(1)

A corrente elétrica na barra de carga (barra 2), pode ser
encontrada de duas diferentes maneiras mostradas em (2).

İ2 = Ẏ21V̇1 + Ẏ22V̇2

İ2 =
Ṡ∗2
V̇ ∗2

(2)

Igualando as duas equação em (2), obtém-se (3).

|V2|2 + V̇0V̇
∗
2 =

Ṡ∗2
Ẏ22

= a+ jb (3)

Figura 1. Sistema Elétrico de Potência com Duas Barras

onde V̇0 = Ẏ21V̇1

Ẏ22
. Isolando V̇0V̇

∗
2 , aplicando o módulo,

obtém-se equação de quarta ordem. Resolvendo esta equa-
ção temos que |V2| é dado por (4).

|V2| =

√√√√ |V0|2
2

+ a±

√
|V0|2

4
+ a |V0|2 − b2 (4)

Separando (3) em parte real e imaginária é posśıvel deter-
minar a e b:

∣∣∣∣ S2

Y22

∣∣∣∣ [cos (ΦS2 + ΦY22)− j sin (ΦS2 + ΦY22)] = a+ jb (5)

Substituindo a e b em (4) e fazendo algumas manipulações,
obtém-se (6).

|V2| =

√
|S2|
|Y22|

(
r ±

√
r2 − 1

)
(6)

onde r = |V0|2
2
|Y22|
|S2| + cos (ΦS2

+ ΦY22
).

No ponto de bifurcação o SEP admite uma única solução,
e portanto

√
r2 − 1 = 0, e logo r = 1. Para esse caso, a

tensão na barra 2 é dada por (7).

|V2| =

√
|S2|
|Y22|

(7)

Dividindo (7) por |V2|, obtemos a expressão matemática
do L-index mostrada em (8).

L− index =

∣∣∣∣∣ Ṡ∗2
Ẏ22V̇ 2

2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ V̇ ∗2 İ2Ẏ22V̇ 2
2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ İ2

Ẏ22V̇2

∣∣∣∣∣ (8)

O L-index assume o valor 1 no ponto de bifurcação, o ı́ndice
também pode ser calculado por (9).



L− index =

∣∣∣∣∣1 +
V̇0

V̇2

∣∣∣∣∣ (9)

O L-index pode ser estendido para um sistema de n-barras.
Entretanto nesta extensão são feitas aproximações. Estas
aproximações, como veremos a seguir, levam a avaliações
erradas da margem de estabilidade de tensão. A equação
do L-index para n-baras é desenvolvida a partir da matriz
admitância de acordo com (10), sendo G barras de geração
e L barras de carga.

[
İG
İL

]
=

[
ẎGG ẎGL
ẎLG ẎLL

]
.

[
V̇G
V̇L

]
(10)

Manipulando a equação (10), chegamos em (11).

[
İG
V̇L

]
=

[
ẎGG − ẎLG ẎGLŻLL
−ẎLGẎ −1LL Ẏ −1LL

]
.

[
V̇G
İL

]
(11)

Portanto, a tensão na carga j pode ser calculada a partir
de (12), sendo que ŻLL = Ẏ −1LL e ḞLG = −ẎLGŻLL.

V̇Lj =
∑
iεG

ḞjiV̇i +
∑
iεL

Żjiİi (12)

De acordo com o autor Kessel and Glavitsch (1986), o

termo
∑
iεL Żjiİi pode ser aproximado e o L-index para a

carga j é calculado por (13), de forma similar à (9).

L− indexj =

∣∣∣∣∣1 +
V̇0j

V̇j

∣∣∣∣∣
(13)

onde V̇0j =
∑
iεG ḞjiV̇i.

Mais informações sobre o L-index podem ser encontradas
na referência Kessel and Glavitsch (1986). Este ı́ndice foi
empregado em Momoh et al. (2008) para a avaliação de
estabilidade utilizando PMUs.

2.2 P-index

Proposto por Kamel and Karrar (2018), o P-index pode
estimar a distância até o ponto de colapso e a quantidade
de carga a ser eliminada. A descrição deste ı́ndice é
demonstrada logo a seguir.

Para uma barra de carga com potência S = PL + jQL e
tensão V, a admitância equivalente da carga é dada por
(14).

GL =
PL
V 2

, BL =
QL
V 2

(14)

Quando ocorre uma mudança no valor da carga ∆GL,
a tensão também é alterada (∆V ) no barramento onde
esta conectada a carga, com isso o valor da tensão no
barramento será (V + ∆V ). Portanto, o valor da potência
ativa incrementada é mostrada em (15).

∆PL = (V + ∆V )2(GL + ∆GL)− V 2GL

= (V + ∆V )2∆GL + (2V + ∆V )GL∆V (15)

No limite de estabilidade de tensão o termo ∆PL se anula,
pois não há acréscimo de potência na barra no ponto
de máximo carregamento da curva PV do fluxo de carga
continuado. Fazendo ∆PL = 0 em (15),obtém-se o ı́ndice
P-index mostrado em (16).

P − index = − (2V + ∆V )GL
(V + ∆V )2

.
∆V

∆GL
(16)

No caso limite, ou seja, quando ∆GL, ∆V → 0.

P − index = −2GL
V

dV

dGL
(17)

A derivada dV/dGL pode ser expressa em termos da
sensibilidade de tensão do sistema como em (18).

dV

dGL
=

dV

dPL

dPL
dGL

(18)

Sabe-se que PL = V 2GL, logo:

dPL = V 2dGL + 2V GLdV
dPL
dGL

= V 2 + 2V GL
dV

dGL
(19)

Substituindo (19) em (18), obtém-se:

dV

dGL
=

dV

dPL

[
V 2 + 2V GL

dV

dGL

]
(20)

Após manipulações em (20), obtém-se (21).

dV

dGL
=

V 2 dV
dPL

1− 2V GL
dV
dPL

(21)

Substituindo (21) em (17), tem-se:

P − index = −
2V GL

dV
dPL

1− 2V GL
dV
dPL

(22)

Ainda, a equação (22) pode ser escrita em termos da
potência ativa conforme mostra (23).

P − index = −
2PL

V
dV
dPL

1− 2PL

V
dV
dPL

(23)

O P-index tem o valor teórico de 1 no limite de estabilidade
quando dV/dPL → ∞. Este ı́ndice pode ser facilmente
obtido a partir de medidas de PMU, entretanto ele falha no
sentido de que apenas variações em ∆GL são consideradas
no desenvolvimento do ı́ndice.

Para calcular o P-index para uma carga j em um sistema de
n barras, devemos encontrar o valor de dVj/dPLj calculado
a partir da matriz jacobiana do sistema mostrado em (24).[

∆δ
∆V

]
=

[
H N
M L

]
.

[
∆PL
∆QL

]
(24)

Para a barra j, o valor de dVj/dPLj é mostrado em (25).



dVj
dPj

=
∑
iεL eG

mjiαji +
∑
iεL

ljiαjiβi (25)

Onde, αji = ∆PLi/∆PLj e βi = ∆QLi/∆PLi. O P-index
para o barramento de carga j de um sistema de n barras é
mostrado em (26).

P − indexj = −
2
PLj

Vj

dVj

dPLj

1− 2
PLj

Vj

dVj

dPLj

(26)

Mais informações sobre o ı́ndice podem ser encontradas na
referência Kamel and Karrar (2018).

2.3 Line Stability Index (LSI)

Proposto por Moghavvemi (1997), o LSI é utilizado para
verificar a estabilidade de um SEP a partir de cada linha
de transmissão segundo os autores, para que o sistema
esteja estável, o ı́ndice deverá permanecer menor que 1.
O desenvolvimento do ı́ndice é mostrado a seguir a partir
da Figura 1, desconsiderando as admitâncias shunt. Sabe-
se que a potência e a corrente elétrica da barra 2 são dadas
por (27) e (28).

Ṡ2 = V̇2İ
∗
2 (27)

İ12 =

(
|V1| 6 δ1 − |V2| 6 δ2

|Z| 6 θ

)
(28)

Sabe-se que İ2 = İ12, portanto substituindo (28) em (27)
temos que:

Ṡ2 = V̇2

(
|V1| 6 δ1 − |V2| 6 δ2

|Z| 6 θ

)∗
(29)

Desenvolvendo (29) a potência reativa da barra 2 é mos-
trada em (30).

Q2 =
|V1| |V2|
|Z|

sin (θ − δ1 − δ2)− |V2|
2

|Z|
sin θ (30)

Deixando (30) em formato de uma equação do segundo
grau e considerando que δ = δ1 − δ2, chegamos em (31).

|V2|2 sin θ − |V1| |V2| sin (θ − δ) +Q2 |Z| = 0 (31)

Aplicando a Fórmula de Bhaskara temos que:

|V2| =
|V1| sin (θ − δ)

2 sin θ
±√

(|V1| sin (θ − δ))2 − 4Q2 |Z| sin θ
2 sin θ

(32)

Ocorre o colapso de tensão no SEP quando o termo dentro
da raiz quadrada de (32) é menor ou igual a zero, portanto
a partir desse termo é desenvolvido o ı́ndice mostrado em
(33).

LSI =
4Q2X

[|V1| sin (θ − δ)]2
(33)

Mais informações sobre o ı́ndice LSI podem ser encontra-
das na referência Moghavvemi (1997).

2.4 Fast Voltage Stability Index (FVSI)

Musirin and Rahman (2002) propuseram um ı́ndice para
avaliação rápida da estabilidade de tensão em SEP, deri-
vado do LSI, que não requer a medida da diferença angular.
O desenvolvimento da equação do FVSI é obtida em (34),
a partir de (33) e de que sin (A−B) = sinA cosB −
sinB cosA.

FV SI =
4Q2X

[|V1| (sin θ cos δ − sin δ cos θ)]
2 (34)

A diferença angular (δ1 − δ2) entre duas barras normal-
mente é próxima de zero, portanto considerando a apro-
ximação δ ≈ 0 e sin θ = X/Z, o FVSI é mostrado em
(35).

FV SI =
4Q2 |Z|2

|V1|2X
(35)

3. METODOLOGIA

Com o objetivo de avaliar os ı́ndices mostrados na Seção 2,
um sistema acadêmico de 2 barras, igual ao da Figura 1,
com Z = 0, 01 + j0, 20(p.u.), E = V = 1, 00p.u. e uma
carga S = 80 + j60(MVA) sem as admitâncias shunt,
e o sistema IEEE 14 barras (Washington (1993)) serão
utilizados. Foram simulados 3 cenários diferentes de cres-
cimento de carga: o primeiro mantendo o Fator de Potência
(FP) constante, o segundo aumentando apenas a potência
reativa e o último caso mantendo fixo a condutância da
carga e alterando somente a susceptância.

Para avaliar os ı́ndices mostrados no caṕıtulo 2, foi utili-
zado o software Matlab. Para realizar o fluxo continuado
foi utilizado o Vetor Tangente como passo previsor e a solu-
ção do fluxo de potência como o passo corretor (De Souza
et al. (1997)). Para realizar a simulação dos dois sistemas,
não foram considerados os limites da potência reativa nas
barras PVs e o tap dos transformadores foi fixado.

4. RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 Sistema Acadêmico de 2 Barras

Na Figura 2, a curva PV, os ı́ndices P-index, L-index,
LSI e FVSI, considerando um aumento de carga com FP
constante, são mostrados.

Figura 2. Curva PV, P-index, L-index, LSI e FVSI com
aumento de carga com FP constante

Nota-se que o P-index, L-index e o LSI atingiram o valor
1 quando o sistema atinge o PMC. Como FVSI não utiliza



a diferença angular entre as barras para realizar o cálculo
do seu ı́ndice, o mesmo não irá atingir o valor 1 no PMC.

Para a Figura 3, considerou-se um aumento de carga
apenas na potência reativa da carga na barra 2.

Figura 3. Curva PV, P-index, L-index, LSI e FVSI com
aumento de carga apenas na potência reativa

Nota-se que o P-index, para esse caso, assumiu o valor de
1 desde o ı́nicio, ou seja, para o primeiro aumento o ı́ndice
nos informou erroneamente que o sistema está no PMC.
O P-index avalia apenas a variação da potência ativa da
carga e quando esta não varia, o mesmo não apresenta um
resultado satisfatório. O L-index e o LSI como esperado,
atingiuram 1 no PMC. Já FVSI assumiu um valor bem
próximo a 1.

Para o último caso, a condutância da carga foi fixada e
alteramos apenas a susceptância. Como é posśıvel notar
na equação (16), o ı́ndice P-index assumiu o valor infinito,
pois ∆GL = 0, mostrando que este ı́ndice não é recomen-
dado para análise da estabilidade de tensão. Na Figura 4,
mostra-se o resultado dos outros ı́ndices.

Figura 4. Curva PV, L-index, LSI e FVSI deixando a con-
dutância fixa e aumentando somente a susceptância
da carga

Como é posśıvel notar na Figura 4, o LSI e o L-index
novamente assumiram o valor 1 no PMC e como o FVSI
é uma aproximação do LSI, o mesmo apresentou um valor
próximo de 1.

4.2 Sistema IEEE 14 Barras

O P-index e o L-index avaliam a margem de estabilidade
a partir de cada barra de carga e os ı́ndices LSI e FVSI
monitoram a margem para cada linha de transmissão do
sistema. Para o sistema do IEEE 14 barras, os ı́ndices P-
index e L-index foram calculados para cada barra e os
ı́ndices LSI e FVSI foram calculados para cada linha de
transmissão do sistema. Nas figuras abaixo, apenas a curva
destes ı́ndices referentes à barra e a linha que possuem

o maior valor do ı́ndice é apresentada. Para o primeiro
caso de crescimento de carga (FP constante), o P-index da
barra 14 é que apresentou o maior valor, já para o L-index
foi a barra 5. Para o LSI e o FVSI a linha de transmissão
que interliga as barras 4 e 9 foi a que apresentou o maior
valor. A Figura 5 mostra esse primeiro caso.

Figura 5. Curva PV, P-index, L-index, LSI e FVSI com
aumento de carga com FP constante sistema IEEE
14 barras

Nota-se na Figura 5 que apenas o P-index no PMC as-
sumiu o valor 1, os outros 3 ı́ndices assumiram valores
maiores de que 1. O LSI e o FVSI foram os que sobressai-
ram com relação aos outros dois ı́ndices, apresentando um
valor alto em comparacão com o P-index e o L-index. Já
o L-index ficou pouco acima de 1, caso parecido com o da
Figura 4.

A Figura 6 mostra o comportamento dos ı́ndices com
relação a um crescimento de carga apenas na parte reativa
das cargas.

Figura 6. Curva PV, P-index, L-index, LSI e FVSI com
aumento de carga apenas na parte reativa do sistema
IEEE 14 barras

A partir da Figura 6 percebe-se que o P-index apresentou
um resultado parecido com o da Figura 3. Já os outros
três ı́ndices assumiram valores maiores que 1 mesmo que
o sistema não tenha chegado no PMC.

A Figura 7 mostra a resposta dos ı́ndices quanto apenas
a variação da susceptância das cargas, deixando a con-
dutância fixa. Vale destacar que quando ocorre esse caso
de crescimento da carga, como é fixado a parte real da
admitância da carga e a tensão diminui, a potência ativa
é menor em cada variação da parte imaginária, portanto,
o carregamento da carga está relacionado apenas com a
potência reativa da carga.



Figura 7. Curva PV, L-index, LSI e FVSI deixando a con-
dutância fixa e aumentando somente a susceptância
da carga do sistema IEEE 14 barras

Igual ao caso da Figura 4, o ı́ndice P-index assume o
valor infinito para todos os crescimentos de carga. Já os
outros ı́ndices apresentaram valores maiores que 1 quando
o sistema atinge o PMC.

5. CONCLUSÃO

O presente artigo avaliou 4 diferentes ı́ndices, propostos na
literatura para avaliar a estabilidade de tensão em SEP.

Observa-se que o P-index apresentou um bom desempanho
quando ocorre um crescimento de carga de potência ativa,
porém, quando o aumento é apenas na parte reativa ou
quando a condutância das cargas variam o ı́ndice não
funciona.

Para o sistema teste de duas barras, o L-index apresentou
um bom resultado, porém como Kessel and Glavitsch
(1986) afirmaram, para sistemas maiores o ı́ndice possui
uma aproximação, portanto, dificilmente o ı́ndice irá assu-
mir o valor 1 no PMC.

Os ı́ndices LSI e FVSI, avaliaram a margem de estabilidade
de tensão a partir das linhas de transmissão. Foi notado,
para sistemas maiores que os ı́ndices não seguem um pa-
drão para avaliação correta da margem de carregamento.
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