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Abstract: This article investigates the performance of an alternative method of integrating ordinary
differential equations of a transmission line. The alternative method to solve each 7 circuit of the line
individually through equations that do not depend on the number of 7 circuits, differing from the classical
method. The performance analysis is achieved through the number of floating-point operations, and
through the time of analysis of electromagnetic transients of a single-phase line. After each simulation, the
calculation time is checked considering different line configurations. The same procedure is performed in
the classical method. After comparing the results of both methods, the efficiency of the alternative method
for a given transmission line configuration is verified.

Resumo: Este artigo investiga o desempenho de um método alternativo de integracdo de equagdes
diferencias ordinarias de uma linha de transmissdo. O método alternativo resolve cada circuito n da linha
individualmente através de equac@es que ndo dependem da quantidade de circuitos w, diferenciando-se do
método classico. A analise do desempenho é realizada através do nimero de operagdes de pontos
flutuantes, e através do tempo de analise de transitérios eletromagnéticos de uma linha monoféasica. Apds
cada simulagdo ¢ verificado o tempo de calculo considerando diferentes configuragdes de linha. O mesmo
procedimento é realizado no método classico. Apds comparar os resultados de ambos os métodos é
constatada a eficiéncia do método alternativo para determinada configuracéo de linha de transmisséo.
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1. INTRODUCAO

Uma linha de transmissdo (LT) pode ser aproximada pelos
seus parametros distribuidos ao longo do seu comprimento. As
tensbes e correntes sdo descritas pelas suas equacOes
diferenciais considerando os seus parametros longitudinais e
transversais. Essas levam em consideracdo a dependéncia da
frequéncia e a natureza distribuida dos parametros. Alguns
softwares para simulagéo de transitorios eletromagnéticos (e.g.
Electromagnetic Transients Program (EMTP), Alternative
Transients Programs (ATP), Micro Tran e EMTDC) realizam
as convolucBes diretamente no dominio do tempo através da
aproximacdo por funces racionais (Noda 2017). No entanto,
uma alternativa para representar uma linha de transmissdo é o
modelo a parametros concentrados (Mamis 2005). Nesse
modelo as equagdes diferenciais parciais do tempo e espaco
continuo da linha sdo reduzidas em equacbes diferenciais
ordindrias (ODEs) que conttm um ndmero finito de
parametros, sendo os parametros de tensdo e corrente escritas
apenas em fung¢éo do tempo (Ljubivoje 2018).

Usando circuitos a parametros concentrados, uma LT
monofasica é representada por um grande nimero de circuitos
7 conectados em cascata para simular sua natureza distribuida
(Chrysochos et al. 2015). Essa representacdo leva a um modelo

de espaco de estados linear, onde as variaveis de estado séo as
correntes e tensdes em cada circuito n. O sistema de ODEs é
geralmente resolvido por métodos numéricos de integracao.
Desta forma, a cada passo de calculo sdo calculadas as
correntes e as tensées em todos os circuitos T conectados em
série. Para cada passo de tempo € resolvido um sistema de
ODEs de ordem 2n, sendo n a quantidade de circuitos 7. Este
é o procedimento classico utilizado na andlise de transitérios
eletromagnéticos em sistemas de poténcia quando a linha de
transmissao é representada por parametros concentrados.

Esse procedimento classico apresenta componentes
oscilatorias de alta frequéncia, denominadas oscilagbes
espdrias. As oscilagbes esplrias ndo representam 0
comportamento real de uma LT e podem levar a resultados
superestimados em estudos de coordenacdo de isolamento e
protecdo contra surtos (Kaloudas et al. 2014). Essas oscilacdes
aparecem devido o modelo representar a natureza distribuida
da linha por elementos discretos de circuitos que podem ser
reduzidas utilizando filtros adequados nos terminais da linha
(Costa et al. 2013).

No entanto, em um artigo recente, foi proposta uma técnica
alternativa para resolver as equacgdes do espaco de estados para
uma cascata de circuitos  (Prado et al., 2014). Nesse trabalho
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os autores afirmam que é possivel atenuar as oscilagGes
espdrias inerentes ao modelo de linha de transmissdo a
pardmetros concentrados. Contudo, sdo apresentados
resultados para uma situacdo muito particular. Pois foi
considerado um comprimento de linha igual a 5 km. Dessa
forma, o0 método ndo foi aplicado em situa¢fes mais proximas
da realidade em que linhas de transmissdo de um sistema
elétrico possuem dezenas ou centenas de quildmetros.

A técnica apresentada em Prado et al. (2014) chama a atengéo
pela maneira como as correntes e as tensfes sdo obtidas, e a
facilidade de definicdo de uma rotina computacional para a
montagem das matrizes de estado. No modelo classico, o
tempo computacional é fungdo da quantidade de circuitos 7.
Uma grande quantidade de circuitos m implica em grandes
esforgos computacionais para a sua resolucéo.

Como o método proposto é um procedimento na qual as
dimensdes das matrizes de estado ndo dependem da
guantidade de segmentos =, foi investigado sua aplicacdo em
acelerar o processo de integragdo numérica considerando
longas LT. Entdo, neste artigo foi apresentado uma
comparagdo da eficiéncia computacional no calculo das
correntes e tensBes ao longo de uma LT em aberto durante o
processo de energizacdo de linha. O nimero total de operacdes
de ponto flutuante, ou flops, e o tempo de simulacdo foram
utilizados na andlise comparativa para determinar a eficiéncia
entre 0s metodos.

2. REPRESENTACAO DE ESPACO DE ESTADO
CLASSICA

A natureza distribuida dos pardmetros de uma linha de
transmissdo pode ser representada por elementos de circuitos
concentrados. Dessa forma, uma LT monofésica de
comprimento d pode ser representada por uma cascata de n
circuitos , como mostra a Fig. 1.
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Fig. 1 Linha de transmissdo monoféasica representada por
parametros concentrados.

Na cascata mostrada na Fig. 1, V,(t) e v, (t) séo as tensdes no
terminal emissor A e receptor B da linha respectivamente, 0s
parametros concentrados R, L, G e C sdo calculados como

Id Id Id Id
R=R-,L=L-,;G=G—- ; C=C-— (1)
n n n n
onde R, L, G' e C' sdo o0s parametros por unidade de
comprimento (p.u.), d € o comprimento de linha, e n é a
quantidade de segmentos 7.

O sistema de ODEs que descreve o comportamento do circuito
da Fig. 1 esta dado por

dx
T Ax+ BV, (2)
Em (2) A tem dimensdo 2n X 2n, x e B sdo vetores 2n x 1 e
podem ser escritas como
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Para cada passo de calculo, o sistema de ODEs (2) de
dimensdo 2n X 2n é solucionado para obter as correntes e
tensbes para cada segmento de linha da Fig. 1. Este é o
procedimento convencional utilizado em simulagbes de
transitorios eletromagnéticos que neste trabalho sera
denominada representagdo de espaco de estados classica.

3. REPRESENTACAO DE ESPACO DE ESTADO
PROPOSTA

A ideia principal do procedimento proposto é escrever a
equacdo de espacgo de estados para cada circuito 7 e resolver
essas equagBes em cada instante de tempo. A representacdo do
espago de estado para cada circuito 7 da cascata da Fig. 1 é
definida por trés tipos de circuitos.

(1) L io(t)

= C |vi(®

Fig. 2 Primeiro circuito .

A representacdo do espaco de estados para 0 primeiro circuito

7 representado na Fig. 2 é escrita como sendo

dx4(t)
dt

= Ax,(t) + BU,(t) (10)

onde
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Em (10) x,(t) é o vetor com as varidveis de estado para o
primeiro circuito 7, A é a matriz de estado, B é matriz de
entrada e U, (t) é o vetor de entrada.
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Fig. 3 j-ésimo circuito 7.
Considerando agora, 0 j-ésimo circuito 7 representado na Fig.

3,0nde2 < j < n— 1, 0espaco de estado é escrito da seguinte
como

djzt(t) = Ax;(t) + BU;(¢) (15)

sendo

x;() = [117]]((?)] (16)
v;_4(t)

U, © = [i;+1(t)] (7)

Em (15) x;(t) € o vetor com as varidveis de estado para
primeiro j-ésimo circuito 7, A é a matriz de estado, B € matriz
de entrada e U;(t) € o vetor de entrada.
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Fig. 4 Ultimo circuito .

Para o ultimo circuito m representado na Fig. 4 a representacdo
do espaco de estado € escrita como

dxn(t) _ Anx, (t) + B,U, (1) (18)
dt
onde
_ [ (O],
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Em (18) x,,(t) é o vetor com as varidveis de estado para o
ultimo circuito 7, A,, é a matriz de estado, B,, é a matriz de
entrada e U,,(t) é o vetor de entrada.

Para obter as correntes e tensdes ao longo da cascata com n
circuitos  é preciso resolver cada circuito individualmente,
através das equacOes que define cada modelo de circuito
descrito anteriormente. As variaveis de estado do primeiro 7
sdo calculadas resolvendo (10). Depois, as varidveis de estado
dos préximos n — 1 circuitos 7 da cascata sao calculados em
cada circuito m, resolvendo (15), considerando j =
2,3,...,n—1. Por fim, as variaveis de estado do Ultimo
circuito 7 sdo calculadas usando (18). E possivel observar que
o0 ultimo circuito 7, o vetor de entrada é constituido apenas
pela tensdo, ja que o valor da corrente i,,,,do préximo circuito
m depende de uma carga conectada ao terminal receptor da
linha.

No entanto, as equagdes de estado em (10), (15) e (18),
tornam-se impossiveis de serem aplicadas diretamente, pois 0s
vetores de entrada ndo sdo totalmente conhecidos. Como por
exemplo, considerando um instante de tempo t; ;. Para este
instante de tempo, as equacGes de espaco de estados para cada
circuito & sdo reescritas. Para 0 primeiro circuito 7 da cascata
as equacdes sdo escritas como

dx(t
% = Ax;(tgs1) + BU;(tyy1) (23)
sendo
v, (t
0, Ge) =[50 75)] (24)

Para o0 j-ésimo circuito  (onde 2 < j < n — 1) as equacdes de
espaco de estados para um instante de tempo t;., ;580

dx;(tys
% = Ax;j(ti41) + BU;(tes1) (25)
i—1(Ers1
Uj(tgs1) = [Zﬂ((t:ﬂ))]' (26)



Por fim, para o n-ésimo circuito 7 da cascata, as equacgdes de
estado para um instante ¢, ;S0

dxn (tk+1)

pr 27)

= A x, (tk+1) + BnUn(tk+1)'

U (tisn) = [7n2 ()] (28)
Em (23) e (24) para calcular a corrente i, (t;4,) € a tensdo
v4 (tx41) do primeiro circuito 7 é necessario conhecer iy (ty.41)
do segundo circuito 7 no instante de tempo t;., ;. Dessa forma,
o0 elemento desconhecido em seu vetor de entrada é a corrente
do préximo circuito m, que pode ser obtida a partir de
elementos conhecidos. Aplicando as leis de Kirchhoff no
circuito da Fig. 3 e considerando j = 2, obtém-se

di(t) R,
dt  L“?
Atraveés da relacdo de aproximacdo do método das diferencas

finitas, a derivada da corrente i,(t;,,) em relacdo ao tempo
pode ser escrita da seguinte forma

diy(tesr) - ip (trs1) — i2(ty)
dt — ter—

(29)

(0~ 7120+ 71,0

, (30)

entdo substituindo (30) em (29) e considerando que no instante
tier1, i2(tr), v1(tr) e v,(t,) sdo conhecidos, a seguinte
equacdo é obtida

ia(ten) = (1 -7 1) 126 ~ Foat) + T e, (3D

Para os j-6simo m € necessario a corrente i;,;(tx.,) para
calcular a corrente i;(ty,,) € a tensdo v;(ty.,) em (25).
Usando as mesmas condi¢des aplicadas para obter (31) para 0s
outros j-ésimos circuitos m (2<j<n-—1), a seguinte
equacdo pode ser obtida para a corrente i (ty1)

R

b1 (terr) = (1 - Zﬁt) G (t)

(32)

At At
_ij+1(tk) + 1Y ().

Em (27) a corrente e a tensdo no ultimo circuito m podem ser
calculadas, pois ndo dependem de nenhum valor
desconhecido. Se (31) e (32) forem substituidos em (24) e (26)
respectivamente, o vetor de entrada de todas as equacdes de
estado serd especificado em qualquer instante de tempo para
cada circuito mw, a partir do procedimento proposto de
integracdo numérica. Dessa forma, para cada instante de tempo
sdo resolvidas as equacdes de espago de estados cujas matrizes
possuem dimensdo 2 X 2 por n vezes.

4. VALIDACAO DO METODO PROPOSTO

A aplicacdo do método proposto em simulagGes de propagacao
de transitorios eletromagnéticos é valida quando o método das
diferencas finitas apresenta um passo de iteracdo (4At)
apropriado. Pois quanto menor o passo de iteracdo menor se
torna as aproximacBes sobre as derivadas das ODE’s,
implicando em um erro menor e evitando assim a instabilidade
numérica do método. Para os comprimentos de LT simulados

neste trabalho o passo de iteracdo de At = 50ns representa
uma boa aproximacdo. Os pardmetros por unidade de
comprimento das linhas foram calculados usando formulagdes
classicas (1), através de R’ =0,05Q/km,L’'=1,7mH/
km,G = 0,55uS/kme C’ = 11,11nF /km, considerando um
tempo de simulagéo ¢t,,,,,, = 20ms. A figura 5 mostrauma LT
monofasica com terminal receptor em aberto e submetida ao

processo de energizagdo por fonte constante V (t).
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Fig. 5 Linha monofasica de comprimento d.

As simulagdes dos transitdrios eletromagnéticos sdo realizadas
considerando a LT da Fig. 5. Nas simulac@es, os resultados
obtidos no método proposto (MP) foram comparados aos
resultados obtidos no método cléssico (MC). A comparacéo
entre os métodos, considerando uma linha de 100 km e 500 km
representada respectivamente por 1 e 5m/km é mostrado na
Fig. 6 e 7. Em todos os casos simulados, ambos 0s métodos
apresentam oscilagdes espurias devido a representacdo da LT
por pardmetros concentrados.
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Fig. 6 Resultados obtidos para uma linha de 100 km
representada por 100w (1m/km).
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Fig. 7 Resultados obtidos para uma linha de 500 km
representada por 25007 (57/km).

O erro maximo de discrepancia do método proposto (devido a
aplicacdo do método das diferencas finitas) ao longo do
processo de simulacdo é 0.04 p.u para a linha de 100 km e
0.08 p.u para a linha de 500 km quando comparado com o
método cléssico.

5. ANALISE DA EFICIENCIA

Como o método proposto em Prado et al. (2014) é um
procedimento diferente, nesta secdo foi investigado a
eficiéncia do método no célculo das equagBes de espaco de



estado. O método proposto é comparado com o método
classico através do nimero de operagdes de pontos flutuantes
(flops) e do tempo de calculo da CPU (central processing
unit). Para cada um dos métodos foram realizadas possiveis
otimizages nos algoritmos e preservadas as estruturas logicas
de programacdo, alterando apenas o método de resolucéo das
equacoes de espaco de estado.

5.1. Analise de Flops

Na analise de flops qualquer operagdo aritmética em
argumentos reais resulta em um flop. A contagem de flops para
cada um dos métodos é obtida através da simulagdo de
transitorios eletromagnéticos considerando uma LT de 300
km, com tempo de simulacio t,,4, = 20ms e um passo de
calculo At = 50ns resultando em 400.000 iteracbes de
simulacdo. Em cada iteracdo de simulagdo, o método classico

5.2. Analise de calculo da CPU

O numero de operacdes de pontos flutuantes ndo é o Unico
parametro a ser considerado na analise de custo computacional
de um método de resolucdo. Um fator relevante é o tempo de
acesso as variaveis da memdria do computador, que depende
da maneira como o algoritmo foi programado e da quantidade
de variaveis solicitadas pelo método de resolucdo (Quarteroni
etal, 2007). O indicador que permite determinar o desempenho
é o tempo de calculo da CPU (central processing unit).

A Tabela 2, 3 e 4 mostra a relacdo da velocidade de resolucdo
das equacoes de estado em segundos, para 0 método classico
(tyc) © 0 método proposto (t,p), considerando diferentes
comprimentos e quantidades de circuitos .

Tabela 2. Linha de transmissédo de 300km

é resolvido pelo sistema linear em (2). No método proposto séo m/km n tyc tup | tyc/typ (P-W)
resolvidas as equagdes em (10), (15) e (18) para cada iteracao. 1 300 479 840 0,57
A Tabela 1 resume a quantidade de flops exigida para o 2 600 1.481 1.905 0,77
método classico (MC) e o método proposto (MP) a cada 3 900 2.730 2.340 1,17
iteracdo de simulagao. 4| 1200 4339 3.036 1,43
Tabela 1. Total de Flops para M.C e M.P. 5 1500 7.665 4.603 1,67
gl;cmtos T Quaazdade de I;I/Io;)s e[%] = [z—’c’].loo Tabela 3. Linha de transmissdo de 400km
200 640.001 5.589 0,87 1 400 1.164 2.353 0,49
400 2.560.001 11.189 0,43 2 800 2.995 3.094 0,97
600 | 5.760.001 | 16.789 0,29 3 1200 5.731 3.948 1,45
800 | 10.240.001 | 22.389 0,22 4 1600 8.097 5.004 1,62
900 | 12.960.001 | 25.189 0,19 5 2000 11679 6.512 1,79
1000 | 16.000.001 | 27.989 0,17
, . . - Tabela 4. Linha de transmissdo de 500km
O grande nuimero de flops no método classico é devido a
caracteristica esparsa (grande quantidade de elementos de w/km n tyc typ | tyc/typ (p.w)
valor zero) das matrizes de estados. No método proposto as 1 500 1.034 1.288 0,80
matrizes possuem dimensdes menores, ndo dependentes de n 2 1000 3.257 2.442 1,33
e elementos diferentes de zero. Nas simulagGes envolvendo o 3 1500 68911 4.480 1,54
método classico, as matrizes quadradas de ordem 2n e os 4 2000 11.8771 6684 1,77
vetores de tamanho 2n como verificado em (2), resultam em 5 2500l 16.124 6.907 233

16n2 + 1 operagdes a cada iteracdo, tendo uma complexidade
quadratica relativamente ao parametro n. No método proposto,
as matrizes possuem dimensdes fixas (2x2) e requer 28n — 11
guantidades de calculos a cada iteragdo, tendo uma
complexidade linear em relagdo a n. Sendo assim, 0 método
proposto proporciona um ganho de eficiéncia (menor custo
computacional) quando comparado ao método classico, pois
resulta em um menor nimero de operacBes para uma
quantidade n de circuitos 7z, como ilustrado na Figura 8.
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Fig. 8 Razéo entre o nimero de flops (MC/MP).

Os resultados apresentados nas Tabelas 2, 3 e 4 e na Figura 9
mostram que a eficiéncia do método proposto esta
condicionada a uma quantidade de 800 circuitos . Para uma
LT representada por 800 circuitos m conectados em cascata
(n = 800 ), o tempo de célculo das equacdes de estados para
ambos os métodos sdo semelhantes. Dessa forma, a relacéo de
tempo entre os métodos é igual ou préxima de 1. Além disso,
a relacéo indica o limite do desempenho do método classico e
do método proposto.

Em situacGes que a LT é representada por quantidades maiores
que 800 circuitos 7 (n > 800 1), 0 método proposto calcula
as equacgdes de espago de estados em menor tempo. Nesse
caso, a relacdo de tempo € maior que 1. J&4 em situacdes que a
LT possui quantidades inferiores a 800 circuitos = (n <
800 ), o método classico obtém melhor desempenho
comparado ao método proposto. Nessa Ultima situacdo, a
relacdo (tyc/tmp) resulta em um valor menor que 1.
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Fig. 9 Condicéo de eficiéncia do método proposto.

Nos casos em que o método classico obtém melhor
desempenho em relagdo ao método proposto, justifica-se pelo
total de varidveis que foram acessadas na memdria. No método
classico as variaveis de estado do vetor x(t;,,) é obtida
através de x(t;) em (2), a cada iteragdo. Enquanto que no
método proposto, as variaveis de estado do primeiro circuito
1, x4 (ty+1) € Obtida através de x, (t;), x,(t;) € vy (t,). Esse
processo se repete para os circuitos 7 intermediarios, x;(ty1)
¢ obtido através de x;(ty), xj+1(tr) € xj_1(txs1). Por fim, o
Gltimo circuito 7, obtém-se x,(t;,,) através de x,(t;) e
Xn—1(tr+1) acada iteracdo. No método proposto esse processo
demanda maior tempo de célculo, pois o tempo de célculo da
CPU depende da dimensdo das matrizes, quantidade de flops e
da quantidade de variaveis acessadas na memoria. A
quantidade de varidveis acessadas na memdria é superior no
método proposto quando comparado com o método cléssico.

Tabela 5. Quantidade minima de acesso a meméria
(variaveis de estados) a cada processo de iteracao.

M.C M.P
n X(tir )| X1 ()| %) | 20 (Eirr)
3 2 3 3 2
100 2 3 294 2
200 2 3 594 2
300 2 3 894 2
400 2 3 1194 2
500 2 3 1494 2
n 2 3|3.m-2) 2

Os dados apresentados na Tabela 5 mostra a maior recorréncia
de acesso a memdria (variaveis de correntes e de tensdes) no
método proposto, pois para resolver individualmente todos os
circuitos 7 sdo necessarias as variveis de estados dos circuitos
7 adjacentes. No entanto, o nimero de operacGes no método
classico é maior que o método proposto (comportamento
linear), pois o método classico comporta-se de forma
quadratica em relagdo ao parametro n, exigindo maior tempo
na resolucao das equagdes de espaco de estados a medida que
maiores quantidades de circuitos m representam a LT. O
aumento da quantidade de circuitos it acarreta em um aumento
muito maior no método classico em comparagdo ao método
proposto. Sendo assim, vantajoso a utilizacdo do método
proposto em situacbes em que a LT possui quantidades
superiores a 800 .

6. CONCLUSOES

A utilizacdo do método cléssico na andlise de transitorios
eletromagnéticos pode demandar um tempo muito grande,

dependendo das configuragdes da linha. O método proposto
em Prado et al. (2014) é uma técnica alternativa ao método
classico de resolucéo de equacdes de espaco de estados que se
diferencia pela maneira como as equagdes de estado s&o
resolvidas. Na analise da eficiéncia computacional, o método
proposto se mostrou vantajoso para LT’s representadas por
quantidades superiores a 800 circuitos m. Pois 0 método
analisa individualmente cada circuito = por equacles de
espaco de estados definidas e ndo dependentes do parametro
n. A caracteristica linear do método proposto possibilita
realizar simulagBes em que 0 aumento do pardmetro n nao
resulte em um grande aumento no tempo de simulacéo.
Enquanto que a vantagem de se utilizar o método classico
ocorre somente em situacdes que a LT é representada por
quantidades menores a 800 circuitos m. Para todas as
simulacOes realizadas, as respostas da tensdo no terminal
receptor da LT para cada método, mostraram-se similares.
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