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Abstract: In digital signal processing applications, filtering is an essential task, especially when
dealing with noise and malformations inherent to the signals. In this specific field, filtering can be
done using several algorithms, both in integer (fixed-point) arithmetic and in real (floating-point)
arithmetic. The objective of this article is to propose two innovative approaches to common
filtering problems when calculating using integers, thus mitigating their consequences, which
are often not perceived by designers or programmers, causing non expected errors the filtering
process and, consequently, to the final result of the application. The analysis is performed on
a “Single Pole” low-pass filter, enshrined in the literature and widely used in several fields of
engineering, from Power Systems to Biomedical ones.

Resumo: Em aplicagoes de processamento digital de sinais a filtragem de sinais é uma
tarefa essencial, principalmente quando lidamos com ruidos e malformagoes inerentes aos
sinais observados. Neste campo especifico, a filtragem pode ser feita utilizando-se de diversos
algoritmos, tanto em aritmética inteira quando em aritmética real. O objetivo desse artigo é
propor duas abordagens inovadoras para os problemas comuns de filtragem quando o cédlculo
é realizado com inteiros, mitigando assim as suas consequéncias, que muitas vezes nao sao
percebidas pelos projetistas ou programadores podendo causar erros inesperados ao processo de
filtragem, e consequentemente, ao resultado final da aplicacdo. A anélise é realizada sobre um
filtro “Single Pole” passa-baixa, consagrado pela literatura e muito utilizado em diversas areas

da engenharia, desde Sistemas de Poténcia a Biomédica.
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1. INTRODUCAO

Com a popularizagao de dispositivos digitais portateis, é
cada vez mais importante o baixo consumo de energia
aliado ao baixo custo de projeto. Existem outras aplicagoes
onde os requisitos de energia ou custo nao sao funda-
mentais, mas temos requisitos muito exigentes de carga
de processamento ou tempo de reposta. O requisito de
processamento pode estar ligado, por exemplo, ao fato de
o processador estar ocupado com uma grande quantidade
de tarefas que nao podem ser excluidas ou reduzidas. Por
ultimo, sistemas de tempo real baseados em microcontro-
ladores tem requisitos exigentes de processamento, tempo
de resposta e baixo custo.

Plataformas de processamento de sinais com aritmética
inteira (ponto fixo ou fized-point), sdo tipicamente mais
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eficientes em energia e menos dispendiosas do que as al-
ternativas de aritmética real (ponto flutuante ou floating-
point), gracas a utilizacdo de circuitos integrados mais
simples, com baixo consumo de poténcia e auséncia de
FPU (Floating-Point Unit ou Unidade de Ponto Flutu-
ante). Ademais, apesar da constante diminuigdo do custo
de circuitos integrados com FPU, estes ainda sao mais
caros que os circuitos com somente aritmética inteira.
Contudo, os filtros com aritmética inteira sao geralmente
mais dificeis de projetar.

O projeto dos filtros nasce naturalmente utilizando-se ni-
meros reais, tanto para a definicao dos seus coeficientes
quanto para o processamento do sinal de entrada. Por
isso, quando possivel, é melhor implementar um filtro
utilizando-se aritmética real. Contudo, existem rotinas que
possuem exigentes restricoes no tempo de execucao, e a
filtragem costuma estar entre elas. Considerando esse fa-
tor, a realizagao de aritmética real ocasiona em um grande
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comprometimento de processamento e a nao garantia da
entrega do resultado em tempo hébil. E sabido que a
filtragem seria naturalmente mais veloz se realizada com
inteiros.

O uso de inteiros resulta muitas vezes no desprezo da
parte nao inteira resultante das operagoes. Este procedi-
mento causa um erro que influencia todas as operagoes
subsequentes. Mesmo que o erro méaximo resultante da
imprecisao do célculo inteiro seja tolerado, este erro ao
longo da sequéncia de cédlculo pode tornar o sistema de
filtragem instavel, podendo produzir resultados errados em
sua saida. Ao se projetar filtros totalmente com inteiros
(onde tanto os coeficientes do filtro quanto o processa-
mento do sinal sdo realizados em inteiros), deve-se atentar
alguns problemas inerentes, como o estouro das varidveis
inteiras (overflow), a quantizagao dos coeficientes do filtro
e do sinal de entrada, segundo [Baranowski et al.| (2016]).

O erro de truncamento (round-off) com um sinal de en-
trada no limiar de detecgao é um erro comumente negli-
genciado pelos projetistas, ja que se poderia contar que a
entrada nunca alcance este nivel ou mecanismos de ganho
possam ser inseridos para mitigar esta causa. Nesta forma,
o erro de truncamento gera uma espécie de ruido (round-
off noise), que se nao tratado pode ocasionar deformagao
do sinal de saida, indo do imperceptivel a inutilizacao
total do sinal tratado pelo filtro, conforme apresentado
por [Prandoni and Vetterli| (2008]). Para os filtros classe IIR
(Infinite Impulse Response), este problema é muito mais
grave que para os classe FIR (Finite Impulse Response).

Na tentativa de resolver este e outros problemas de fil-
tragem utilizando-se de inteiros, o objetivo de trabalho é
pontuar esses erros que nao costumam ser percebidos e
propor solucoes inovadoras para evita-los, utilizando como
exemplo um filtro “single-pole” passa-baixa, consagrado
pela literatura e amplamente utilizado em diversas éareas,
conforme mostrado em [Smith et al.| (1997, submetendo-
0 a dois sinais de entrada, sendo o primeiro uma onda
retangular e o segundo uma onda senoidal com amplitudes
variaveis, ambos com diferentes constantes de filtragem.

Neste trabalho serao abordados apenas filtros de primeira
ordem. Apesar dos filtros de primeira ordem terem ébvias
limitagoes no resultado do sinal filtrado, esta escolha se
deve ao fato de que filtros de primeira ordem abrangem
uma grande gama de problemas praticos com aplicagao
imediata, em especial quando velocidades altas de pro-
cessamento sdo requeridas. Além disto, ordem superiores
equivalentes podem ser obtidas com o cascateamento (ite-
ragao) do filtro de primeira ordem. Filtros de ordem su-
periores utilizando-se os métodos aqui apresentados serao
apresentados e terao seu desempenho avaliado em trabalho
futuro.

Nas préximas segoes serao apresentados os problemas
abordados e as solugoes propostas. Na segunda secao, sera
apresentada uma resumida retrospectiva geral do projeto
de filtros com inteiros, as suas implicacoes e desafios. Na
terceira segao serao apresentados os fundamentos basicos
de um filtro single pole, bem como sua implementagao na
forma recursiva. Na quarta secao serdo apresentados os
problemas que serao abordados e suas consequéncias em
cada caso especifico. Na quinta segao serao apresentadas as

solugoes para os problemas e sua forma de implementagao.
Na sexta secao serao realizadas a analise dos resultados.
Por fim, na sétima e tultima secdo serd apresentada a
conclusao deste trabalho.

2. DESAFIOS DO PROJETO DE FILTROS COM
ARITMETICA INTEIRA

O projeto de filtros para processamento de sinais sempre
fol um assunto muito debatido desde o inicio da eletronica
analégica, e passou por uma revolucao com a chegada
da era digital. Far-se-4 uma breve abordagem do projeto
destes filtros na era digital, com foco nos DSPs.

Usualmente, para projetar um filtro de ponto fixo, primei-
ramente é projetado um filtro de ponto flutuante, também
conhecido como filtro de referéncia, que atenda e exceda
aos requisitos finais. O excesso de margem garante uma
conversao suave de uma representacao de ponto flutuante
para uma representagao de ponto fixo. O préximo passo
¢ modificar o filtro de ponto flutuante para acomodar
as restricoes de aritmética inteira enquanto ainda tenta
atender aos requisitos. Sobre a definicdo dos melhores
coeficientes inteiros para filtros IIR, este se apresenta como
um problema matematico de dificil solucao e nao existe
literatura significativa sobre o tema. Para os coeficientes de
filtros FIR, um pouco menos complexos, existem artigos de
referéncia, tais como [Kodek! (1980) e |Kodek and Steiglitz
(1981).

Filtros IIR com inteiros s@o comumente implementados
em DSPs (Digital Signal Processors), FPGAs (Field-
Programmable Gate Arrays) e ASICs (Application-Specific
Integrated Clircuit). Um filtro com inteiros usa aritmética
inteira e é representado por uma equacao com coeficientes
inteiros. Se o acumulador e a saida do filtro ITR nao tive-
rem bits suficientes para representar seus dados, ocorrera
estouro e distorcerd o sinal de saida.

O objetivo de um projeto de filtro IIR de ponto fixo é
maximizar o desempenho do filtro e minimizar os efeitos
da aritmética inteira |Ott et al.| (2019). Converter um filtro
de ponto flutuante em ponto fixo pode alterar significati-
vamente as caracteristicas e o desempenho do filtro [Bauer
and Stowik|(2017]). A aritmética inteira tem diversos efeitos
prejudiciais, dentre os quais, segundo |Antoniou| (2016)), o
que mais afeta o projeto dos filtros IIR é o da quantizagao
indevida dos dados, resultando em estouros ou saida zero.
Erros de arredondamento aritmético resultam de aritmé-
tica imprecisa, o que, por sua vez, reduz a precisao, devido
ao acumulo de vérios erros sucessivamente ocorridos em
um filtro. Além disso, a aritmética com inteiros pode levar
a restrigoes na frequéncia de corte, restringindo os valores
que ela pode assumir ao se construir o filtro idealmente pre-
visto. Projetar e implementar filtros digitais IIR robustos,
com a metodologia de ntimeros inteiros, é um constante
desafio para projetistas.

3. FILTRO SINGLE-POLE

Conforme |Oppenheim| (1999), o filtro single-pole é um
filtro IIR originado de uma digitalizagao por invariancia
da resposta ao impulso de filtros analégicos RC (passa-
altas ou passa-baixas) de primeira ordem. Tomemos, como
exemplo, o filtro de primeira ordem que tem seu circuito



analégico dado pela Figura 1, cuja funcao de transferéncia
é dada por (1).

1
T RCs+1"’ (1)

que é escrita em termos da frequéncia de corte fc =
(27 RC)~! como

Y (s 27 f.
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cuja resposta continua ao impulso é
h(t) =27 foe 2™ et (3)
que corresponde a equagio (4)
h[n] =27 f e 27" en (4)

em um sistema discreto. A transformada Z da equacio (4)
é dada por:
27 fe
Hi(z) = 1_ 2 lg2nfon (5)

A equagdo (5) é também a funcdo de transferéncia no
dominio discreto, a menos de uma constante (H(z) =
K Hg(z)). Deve-se portanto fazer a correcdo impondo
que a resposta DC (f = 0 & z = 1) do filtro passa-
baixas tenha ganho unitdrio H(z)|,—1 = 1, sendo assim
finalmente temos a funcao de transferéncia do filtro single-
pole passa-baixas:
Y(z)  1—e 27 fen
X(z) 1—zle=2mfen
e sua respectiva equacao de diferencas:

yln) = (1= e=27 o) afp] + 727 Fon yln—1] (7

Podemos simplificar a equagdo (7) fazendo (1—e =27 fen) =
1/Ky, assim sendo a equacao de diferengas se torna:

H(z) =

(6)

z[n] yln —1]

vinl = 55+ vl -1 - Y (5)
Onde Ky serd chamada de constante ou ganho do filtro
para fins de andlise posterior. A partir da equagao anterior,
é possivel ver que o filtro é implementado de forma
recursiva. Desse modo, a saida atual depende de uma
soma de pesos entre a saida anterior e a entrada atual.
A resposta em frequéncia e a resposta de fase do filtro
single-pole passa-baixa pode ser visualizada na figura 2.
Desta andlise, destacam-se dois pontos: Primeiro, que um
filtro single-pole de um tinico estagio possui uma atenuagao
de 20db/dec. Segundo, seu ganho DC é unitédrio, imposto
pela normalizacao realizada em (6).
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Figura 1. Circuito passa-baixas de primeira ordem

4. PROBLEMAS DA FILTRAGEM UTILIZANDO
APENAS VARIAVEIS DO TIPO INTEIRO

4.1 Problema 1: Numeradores menores que 0s denominadores

Para entendermos os problemas impostos pela aritmética
baseada em inteiros, analisemos a equagao (8). Os termos

z[n] o yln—1] ltars ] d
74 e 74 resultarao em zero sempre que oS valores de
! I

y[n-1] e x[n] forem menores que a constante do filtro (Ky).
Para sinais com amplitude baixa ou amplitude comparada
a amplitude do ganho do filtro, esse fato produzird um
sinal de saida totalmente diferente do esperado. Para
entendermos tal problema, analisemos a figura 3. Podemos
perceber que o ganho do filtro foi definido como Ky = 3,
uma unidade maior que a amplitude do sinal. Devido ao
fato de que o ganho do filtro é maior que a amplitude do
sinal, a saida resultou em zero, uma vez que as parcelas
fraciondrias resultaram sempre em zero. Isso acontecerd
para qualquer sinal sempre que o valor maximo da entrada
for menor que o valor da constante do filtro utilizada. Se,
por exemplo, utilizarmos uma entrada composta por um
sinal senoidal e um ganho de filtro maior que o méximo
valor da entrada, o mesmo resultado ocorrera. Isso pode
ser visto na figura 4.

Tal problema ¢ critico, uma vez que a dinamica da entrada
pode implicar muitas vezes em sinais de entrada com
valores menores que a constante do filtro. A medida que
a amplitude do sinal de entrada aumenta e sua ordem de
grandeza se aproxima da ordem de grandeza da constante
do filtro, esse problema diminui, fazendo com que a saida
seja zero apenas quando a entrada e a realimentacao do
filtro forem menores que a constante do mesmo filtro.
Na figura 5, podemos ver o agravamento desse problema
para vérios valores de constante do filtro. A medida que
se aumenta a constante do filtro, mais a resposta em
aritmética inteira desvia-se da resposta em aritmética real
devido aos problemas do truncamento.
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Figura 2. Resposta em frequéncia do filtro single-pole
passa-baixa
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Sinal Senoidal
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Figura 5. Numeradores maiores que os denominadores -
Vérios valores de constante do filtro

4.2 Problema 2: Ponto de estabilizacao do filtro diferente
do ponto de estabilizagao da entrada

Um outro fato critico causado pelo truncamento no calculo
apenas com inteiros é que o ponto de estabilizagao do filtro
pode se tornar diferente do ponto de estabilizacao do sinal,
que é o mesmo ponto de estabilizacao do resultado da
filtragem em aritmética real. Isso acaba por inviabilizar
muitas andlises, como por exemplo a andlise de “Zero-
Crossing”. Um exemplo de estabilizagdo em um ponto
diferente pode ser verificado na figura 6. Para realizacao
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Figura 6. Problema de nao estabilizacdo no ponto ade-
quado

da filtragem, o valor de K utilizado foi igual a “dois”.
Devido aos problemas do truncamento na forma de onda
de saida do filtro com inteiros, é praticamente impossivel
identificar a passagem por zero do sinal filtrado. Além disso
o resultado ficou bem distante da filtragem calculada em
floating-point, perdendo boa parte das caracteristicas de
forma.

5. SOLUCOES PARA PROBLEMAS DE
TRUNCAMENTO

5.1 Método 1: Ganho Quadrdtico

Consideremos algumas observagoes feitas na secao ante-
rior: Quanto mais o valor maximo da entrada se aproxima
ou ultrapassa o ganho do filtro, menos o efeito da trun-
camento é percebido. Partindo desse principio, podemos
multiplicar a entrada pela constante K¢ do filtro, de modo
que para qualquer valor maior ou igual a 1, a entrada
dividida pelo ganho do filtro sempre resultara em um valor
diferente de zero. Assim sendo, a equacao (8) pode ser
reescrita como:
Ky

Com essa multiplicacao, conseguimos resolver o problema
da divisao da entrada resultar em zero, o que faz com
que a saida do filtro ndo seja nula (para uma entrada
diferente de zero), conforme mostrado nas figuras 4 e 5.
Todavia, podemos perceber que ainda teremos o problema
da estabilizacao em um valor diferente do esperado, uma
vez que a realimentacao dividida pelo ganho do filtro pode
implicar em um valor constante. Assim sendo, para evitar
esse problema, podemos multiplicar novamente a entrada
por K¢, de modo a evitar que a realimentacao estabilize
em um valor constante. De tal modo, a equagao (9) se
tornara:

yln] = z[n] +y[n — 1] -

yln —1]
Ky
Para analisarmos a validade do método, consideremos
as figuras 4 e 6 agora aplicadas com a nova equagao
resultando nas figuras 7 e 8 Como pode ser visto nas
simulagoes, ambos os problemas foram resolvidos de fato.
Porém, um outro problema foi inserido. O ganho DC do
filtro deixou de ser unitario e passou a ser K]% vezes 0
ganho DC do filtro padrao. Outro problema criado é que
se a amplitude do sinal e o ganho forem muito grandes, a
filtragem podera resultar em um overflow da varidvel de

yln] = Kyaln] +y[n —1] — (10)
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Figura 7. Problema de saida nula resolvida pelo método
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Figura 8. Problema de nao estabilizagao no ponto ade-
quado resolvido pelo método

saida do filtro. Por exemplo, se considerarmos a constante
do filtro Ky = 30 e o valor méximo da amplitude igual a
“1000” (o que estaria de acordo considerando uma escala
completa de um conversor AD de 10 bits) poderiamos
esperar valores da ordem de centenas de milhares. Se
considerarmos que a variavel de saida do filtro poderia
ser uma varidvel do tipo int16 (inteiro de 16 bits), cujo a
maxima representacao seria 65535 em uma operagao nao
sinalizada, essa varidvel teria sofrido um overflow. Se o
objetivo é encontrar o ponto de passagem por zero de um
sinal ou algo diretamente ligado a forma de onda em si e
nao o valor de sua amplitude, o problema do ganho DC
nao unitario nao influenciara. Todavia, se a amplitude do
sinal for um fator importante, serd necesséario a realizagao
de um outro ajuste. Apés o cédlculo de cada amostra de
saida do filtro, o resultado deverd ser dividido por K]%
e estocado em outra varidvel que sera a saida de ganho
DC unitéario. A filtragem entao serd composta por duas
equagoes, a equacao (10) adicionada da equagao da saida
com ganho DC unitario, que sera:

n

yocln] = 40 (11)
I

E importante salientar que o valor realimentado na equa-
¢ao de filtragem continua sendo y[n — 1] e ndo ypcln —
1]. Como o truncamento ¢ mais uma vez realizado, a
saida ficard quantizada de uma maneira mais notdria,
uma vez que a faixa de amplitude da saida diminuirad e
por consequéncia o nimero de “quantums” que a compoe,
conforme pode ser vista na figura 9. Podemos verificar que
a forma de onda deformou-se, todavia nao existe mais
o problema do ganho DC unitario. Ainda possuimos o
problema do overflow da primeira saida do filtro. Portanto,
ao utilizar esse método € interessante ter cuidado com os

K f? versus float
10 . . : . .
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Figura 9. Saida do filtro Ganho Quadratico normalizado e
do filtro em floating-point

valores maximos aceitos pela varidvel de saida. Para o caso
exemplificado anteriormente, o ideal seria a utilizagao de
uma varidvel de saida do tipo int32 (inteiro de 32 bits). O
algoritmo para implementagao do método é direto, basta
multiplicar a entrada por K}% e realizar a filtragem nor-
malmente. Caso deseja-se um valor normalizado, dividir a
saida do filtro pela constante do filtro K]% e estocar em
outra varidvel. Na figura 10 é representado o fluxograma
do algoritmo de implementacao do método.

I

x[n] = K7 Filtro yv[n]

Yaln] = y[nl/K?

Figura 10. Fluxograma Algoritmo Ganho Quadratico

5.2 Método 2: “Soma Triangular”

O segundo método a ser apresentado pode ser representado
pela equacao abaixo:
yln —1] — z[n] + Ky K. (=1)"

Ky (12)

+Ko(—1)"

O método “Soma Triangular” consiste na soma de um
“ganho” multiplicado por (-1) elevado ao indice da amos-
tra, o que implica em somas e subtragoes de K;K.. Se
analisarmos a equacao (12) do ponto de vista de uma
aritmética operada com ponto flutuante, essa equagao é
idéntica a equagao (8). Todavia, do ponto de vista de
inteiros, a equagao é bem diferente. O fato de se somar
um valor antes de operar a divisao central da equacao faz
com que essa divisao tenda a nao convergir para zero e
nao estabilizar em um valor diferente do esperado. Para
que esse método de fato tenha efeito, é necessario que o
produto entre o “Soma Triangular” K, e o ganho do filtro
K seja igual ou maior ao maximo valor da entrada, de
modo que o numerador dessa divisao tenda a nao ser, em
modulo, um nimero menor que K. A saida devido ao
truncamento também é quantizada, assim como no caso do

yln] =yln —1] -



método anterior. As Figure 11, 12 mostram uma aplicagao
do método do “Soma Triangular” para as duas entradas:
Pela figura 12, é possivel perceber que a resposta do
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Figura 11. Resposta do filtro com Soma Triangular para
valores diferentes de Ky com entrada retangular
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Figura 12. Resposta do filtro com Soma Triangular para
valores diferentes de Ky com entrada senoidal

filtro com Soma Triangular para Ky = 9e Ky = 15 é a
mesma. Isso ocorre porque a medida que o ganho do filtro
ultrapassa o maximo valor da entrada, a saida pelo método
do “Soma Triangular” nao sofre alteragao significativa.
Para resolver o problema da estabilizacao da saida acima
exposto, podemos seguir de um modo semelhante ao feito
no método do Ganho Quadrético, multiplicando z[n] por
Ky e depois dividindo a saida atual por Ky estocando
em uma varidvel de saida diferente. Assim obteremos uma
safida com ganho DC unitario e outra saida com ganho
DC diferente de unitario, e um filtro composto de duas
equagoes, conforme visto no método anterior. Assim sendo,
as duas equagodes serao:

yln — 1]+ KK .(—-1)"

yln] = yln —1] - % LR ORI,
FE(=1)"
ypcln] = y[[;;b] (14)

Assim, a resposta com ganho DC unitédrio do filtro com
Soma Triangular se transformard conforme a figura 13.
O algoritmo para implementacao do mesmo é bem seme-
lhante a do método do Ganho Quadratico, com mudancas
na equacao do filtro e no fato de que agora a entrada nao
serd mais multiplicada por K]%, uma vez que a equagao do
filtro foi alterada, e a saida serd dividida por Ky e nao
mais por KJ% conforme pode ser visto no fluxograma da
figura 14

Entrada
T

Saida em Float

Figura 13. Resposta do filtro com Soma Triangular para
valores diferentes de Ky com entrada senoidal norma-
lizado por Ky

Néo

x[n] Filtro_cutl—— y[n]

yuln] = y[nl/Kg

Figura 14. Fluxograma Algoritmo Soma Triangular

5.8 Método 3: Resto Cumulativo

O ultimo método a ser apresentado é chamado de resto
cumulativo, que consiste em acumular o resto das divisoes
e dividi-los novamente assim que eles ultrapassarem o valor
do ganho do filtro, e entdo somar ou subtrair “um” da
proxima saida do filtro. Desse modo, diminui-se o erro
ao longo da filtragem, porque o resto nao é desprezado.
A equacao do filtro para o resto acumulativo pode ser
visualizado abaixo:

Acc

yln — 1] — z[n]
—+7
Ky

Ky
Onde o valor Acumulado é igual a:

Acc =rem (y[n — 1] — z[n], Ky) + rem (Accq, Kf) (16)
Onde “rem(a,b)” é o resto da divisdo de “a por b” e “Acc,”
¢ o resto acumulado da divisao anterior. Nas figura abaixo

é possivel ver a resposta desse método para dois tipos
de entrada e trés ganhos diferentes de filtro: O algo-

yl = yln — 1] = (15)

Entrada
T

s -
10 1 1 1 1 1

o 20 40 60 80 100 120

Saida em Float

Figura 15. Resposta do filtro com Resto Acumulativo para
valores diferentes de Ky com entrada retangular

ritmo para implementagao do método pode ser visualizado
no fluxograma da figura 17. Os passos desde algoritimo
iniciam-se com o calculo do valor acumulado atual, que é



Entrada
10 T

Figura 16. Resposta do filtro com Resto Acumulativo para
valores diferentes de Ky com entrada senoidal

x[n]

Acc = rem(Acc, Kr) + rem(y[n — 1] — x[n], Kf).

filtro_resto

y[n]

Figura 17. Fluxograma Algoritmo Resto Acumulativo

composto pelo resto da divisao da realimentacao subtraida
da entrada atual pela constante do filtro, somada ao resto
da divisao do acumulado atual pela constante do mesmo
filtro. Apds isso, proceder a filtragem conforme a equacao
(16).

6. ANALISE DE RESULTADOS E COMPARACOES

Para analisar os resultados e realizar comparagoes entre
os métodos, sera utilizado como referéncia de comparagao
o calculo em floating-point, que é a maneira ideal de
realizar as filtragens do ponto de vista matemaético, e os
demais célculos serao entao comparados a este por meio
do Coeficiente de Correlagao de Pearson, mostrado na
equagao abaixo:

r = i (@i — ) (yi — y)
V- 22V S i — 9)?

Onde z é a média da primeira base de dados e y é a
média da segunda base de dados as quais estao sendo
comparadas. Esse coeficiente indica o quanto as variagoes
nos dois bancos de dados estao relacionados através de
uma regressao linear. Quanto mais proximo de “1”, mais
correlacionados estao os dados e por consequéncia mais
suas formas se parecem. Para as andlises de comparagao,
serao utilizadas as duas entradas dos exemplos anteriores e
trés valores de ganho do filtro. Os trés métodos propostos
e 0 modo sem modificagao serao comparados a resposta do
filtro calculado em floating-point. As figuras 18 e 19, em
conjunto com a tabela 1 apresentam essas comparagoes.

(17)

Entrada Saida em Float

Figura 18. Resposta de todos os métodos para uma entrada
retangular para Ky =3, Ky =9, Ky =15

Entrada Saida em Float

Figura 19. Resposta de todos os métodos para uma entrada
senoidal para Ky =3, Ky =9, Ky =15

Tabela 1. Coeficientes de Correlagao:
Método X Ganho do Filtro X Tipo de Entrada

Método Ky =3 Ky=9

0,9800]0,9928 | 0,8038|0,6323
0,9993]0,9986 | 0,9977|0,9967
0,9993/0,9988 | 0,9976|0,9969
0,9960/0,9813 | 0,9859|0,9711

K;=15

0,0000]0,0000
0,9974]0,9945
0,9975(0,9945
0,9725(0,9721

Inteiros
Ganho Quadrético
Soma Triangular
Resto Acc

Através das figuras 18 e 19, em conjunto com a tabela
1, podemos perceber que o filtro single-pole utilizando
inteiros nao apresenta uma boa resposta a medida que o
ganho do filtro cresce em relagao a amplitude do sinal. Para
o primeiro caso, onde o sinal retangular esteve submetido
a um filtro de ganho igual a 3, sendo a amplitude do
sinal maior que trés vezes a amplitude do filtro, a resposta
com inteiros apresentou um indice de correlagao razoavel,
porém para aplicacoes de alta precisao o mesmo ja nao
serviria uma vez que seu indice de correlacao foi igual a
0,98, ou seja, um erro de 2% em relacao ao sinal filtrado
utilizando floating-point. A medida que a constante do fil-
tro aumenta em relagao ao comprimento do sinal, ou seja,
um filtro com frequéncia de corte mais baixa, a resposta
do mesmo filtro piora. Para um ganho igual a 9, ainda
inferior ao maximo da entrada, temos um coeficiente de
correlacao equivalente a 0,8038 para a entrada retangular
e 0,6323 para a entrada senoidal, correspondendo a erros de
19,62% e 36, 77% respectivamente. Erros de tal magnitude
sao inadmissiveis para a maioria das aplicagoes. Quando
consideramos um ganho do filtro maior que a maxima
amplitude do sinal, a saida se torna literalmente zero, como
mostrado na segao 2.

Analisando os resultados obtidos pelo método “Ganho
Quadratico”, podemos perceber que o mesmo apresenta
uma étima resposta para todos os ganhos analisados. Além



disso, o mesmo estabiliza no mesmo ponto de estabilizagao
do sinal filtrado em floating-point. O maior erro apresen-
tado pelo mesmo método é para constante do filtro igual
a 15, mesmo assim obtendo um erro menor que 0, 6%.

O resultado obtido pelo método do “Soma Triangular” é
levemente superior ao método do “Ganho Quadratico”.
Sua resposta tanto para a entrada retangular quanto para
a entrada senoidal teve um erro menor que a resposta
do Ganho Quadratico, enquanto os erros para entrada
senoidal foram os mesmos. Outro ponto interessante é que
o erro médio desse método é 0,06% menor que o erro do
método anterior.

Por fim, o método do resto acumulativo obteve um re-
sultado intermediario quando comparado com o Ganho
Quadratico e “Soma Triangular”, e sua implementacao é
um pouco mais complexa que a dos demais. Todavia, seus
resultados foram bem melhores que o céalculo tradicional
com inteiros, podendo ser também uma substituicao via-
vel.

7. CONCLUSOES

Projetar filtros IIR somente com inteiros é um desafio
ainda sem solucao final, j4 que nao existe uma técnica
universal de projeto que contemple todos os requisitos
para as diversas aplicagoes. O uso de aritmética inteira
no projeto de filtros IIR incorre em riscos adicionais em
relacao ao seu uso em aritmética real. Um destes riscos,
o do erro de truncamento (round-off) caso o sinal de
entrada esteja no limiar de deteccao, foi abordado neste
trabalho e solucionado com proposta de dois novos méto-
dos, o da “Soma Triangular” e o do “Resto Acumulativo”.
Os métodos desenvolvidos mostraram-se eficazes, de facil
codificagao e com baixo erro local ou global.

Comparando-se o célculo tradicional com inteiros (sem
o uso de nenhuma técnica de tratamento) e método do
“Ganho Quadrético” (que nao é nada mais que um simples
contorno ao problema real) com os métodos propostos
neste trabalho, é possivel perceber que ambos apresen-
tam resultados extremamente satisfatorios. O método da
“Soma Triangular” apresenta o menor erro dentre todos,
quando comparado com o filtro ideal (aritmética real)
(0,55%). O método do “Resto Acumulativo” é mais in-
tuitivo, pois mostra o erro sendo compensado em cada
iteragao, porém apresenta um desvio maior em relagao ao
filtro ideal (2,79%). O método do “Ganho Quadrético” é
mais simples de ser implementado e é minimamente menos
preciso que o da “Soma Triangular” (0,06%), mas apre-
senta o risco de overflow caso a entrada seja desconhecida.
Além deste, ele apresenta uma desvantagem adicional ja
que ao se multiplicar a entrada pelo ganho ao quadrado,
0s numeros tornam-se grandes para os calculos, resultando
em um processamento mais lento e custoso.

Os métodos propostos neste estudo (“Soma Triangular” e
“Resto Acumulativo”), por néo sofrerem as influéncias nu-
méricas do uso de inteiros, podem ser utilizados de forma a
prover uma maneira precisa para calcular a passagem por
zero (saida ndo normalizada) ou para calcular a amplitude
real do sinal filtrado (saida normalizada).

Neste trabalho foram abordados apenas implementagoes
de primeira ordem (filtros de primeira ordem) dos métodos

propostos. Filtros de ordens superiores serao abordados
em trabalho futuro. Esta escolha se deve a dimensao do
tema abordado, nao comprometendo o conceito e avaliagao
dos métodos propostos. Ademais, o cascateamento de
filtros de primeira ordem para que resultados similares
aos de ordem superior sejam obtidos é muito comum
em aplicagoes de DSPs que exigem grande velocidade
de resposta, tornando os resultados aqui apresentados de
imediata aplicacao pratica para o leitor. Exemplos préticos
de utilizacao - inclusive a andlise do caso que motivou este
desenvolvimento - serao abordados em trabalho futuro.
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