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Abstract: This article aims to analyse the Hy and Ho, control and linear quadratic regulator
(LQR) applied to the rotational inverted pendulum aiming stabilization, reference tracking
and disturbance rejection. Firstly it is necessary modeling the pendulum, which was performed
using the Euler-Lagrange equations. Then, direct calculations and some tests were used to
determine the model parameters. The control techniques Hs, Hoo and LQR through linear
matrix inequalities (LMI) were used for the design of controllers. Finally, the simulated and
experimental results are presented and analyzes regarding the performance of the controllers
are made.

Resumo: Este trabalho tem por finalidade o estudo das técnicas de controle Ho ¢ Hoo €
Regulador Linear Quadratico (LQR) aplicadas ao péndulo invertido rotacional objetivando
estabilizagdo, seguimento de referéncia e rejeicio de perturbagoes. Inicialmente, faz-se a
modelagem do péndulo utilizando as equagoes de Euler-Lagrange. Célculos diretos e testes
experimentais sao realizados para a determinacao dos parametros do modelo. Foram projetados
controladores utilizando as técnicas Hy, Hoo e LQR via desigualdades matriciais lineares
(LMI), com especificagoes de desempenho e seguimento de referéncia. Resultados simulados

e experimentais sao apresentados demonstrando a efetividade dos controladores projetados.

Keywords: Ha/Hoo control; LQR; LMI; disturbance rejection; pole placement; Furuta

pendulum.
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1. INTRODUCAO

O péndulo invertido rotacional (PIR), ou péndulo Furuta,
foi inventado por volta do ano 1991 por Katsuhisa Furuta
e seus colegas, quando o propuseram como um novo
aparato voltado a pesquisas de sistemas de controle sem
limitacao da posicao angular do brago, quando comparado
ao sistema de péndulo invertido tradicional (Furuta et al.,
1992).

O PIR ¢é um tipico exemplo de sistema que sintetiza
varias caracteristicas de sistemas dinamicos, uma vez que
possui configuracées com equilibrios estdveis e instaveis,
dindmica nao linear e de fase nao minima e agao de
controle subatuada (Bortoff, 1996). Em virtude destas
caracteristicas dinamicas, o PIR é muito utilizado para
andlise e projeto de estratégias de controle (Tiirker et al.,
2012). Esse sistema também pode ser considerado uma
abstracao de sistemas fisicos, sejam eles: transportador

* O presente trabalho foi realizado com apoio do CNPq, Conselho
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pessoal Seqway®), foguete em langamento, arranha céus
sujeitos a acao do vento, dentre outros.

Na literatura, existem intmeros trabalhos voltados a mo-
delagem e controle do PIR, alguns focados na modelagem
e simulagdo, como em Géfvert (1998), Cazzolato e Prime
(2011) e Duart et al. (2017), outros, com interesse na
aplicacao das diferentes técnicas de controle existentes. Em
Furuta et al. (1992), Park et al. (2011), Al-Jodah et al.
(2013) e Akhtaruzzaman e Shafie (2010), o controle LQR
é aplicado para estabilizagdo do PIR. Em Al-Jodah et al.
(2013), uma comparagao de desempenho entre o LQR e
o controle robusto Ha/Heo é feita. Em Akhtaruzzaman e
Shafie (2010), a técnica LQR também é objeto de compa-
ragao com outras técnicas, neste caso com um 2DOF PID
e a téenica FSK (Full State-Feedback).

Em Rigatos et al. (2017), é aplicada a técnica de controle
6timo H., para estabilizagdo do PIR. A norma H., tam-
bém é estudada em Yamakita et al. (1995). Neste caso, é
aplicada ao PIR duplo objetivando obter um controlador
robusto para o sistema. Em relagao ao controle Hs, este é
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aplicado em Argha et al. (2018) juntamente com a técnica
de controle por modos deslizantes.

Este artigo tem como objetivo a sintese e andlise do
desempenho das técnicas de controle LQR, Hs ¢ Hoo
implementadas em um PIR. O problema de controle é
caracterizado pela estabilizagao da haste péndulo na sua
posicao vertical, adicionalmente, o sistema deve ser capaz
de seguir referéncia para a posicao angular do brago, como
também deve rejeitar o efeito de perturbagoes.

Este artigo estd organizado da seguinte maneira: na Secao
2, descreve-se o sistema PIR, incluindo questoes relativas
a modelagem, linearizacao, representacao no espago de
estados e identificacao dos parametros; na Secao 3, é
apresentada a sintese de controladores LQR, Hs e Hoo,
bem como o procedimento para o seguimento de referéncia
e especificagoes de desempenho; na Secao 4, apresenta-se o
cendrio de experimentacao, e os resultados sao avaliados;
na Secgao 5, sao discutidas as conclusoes sobre os resultados
alcancgados.

2. SISTEMA DO PENDULO INVERTIDO
ROTACIONAL

O péndulo Furuta, conforme Figura 1, consiste em um
brago mecanico (link) que gira no plano horizontal quando
é tracionado por uma junta atuada (motor), e uma haste
(outro link) que é acoplada ao brago por meio de uma
junta rotacional nao atuada, permitindo que essa haste gire
livremente no plano vertical. Ao final da haste é conectado
um corpo de pivo.

Figura 1. Péndulo invertido rotacional.

A descrigdo dos parametros do péndulo sao: m,, massa
da haste; [,,, posicdo do centro de massa da haste; L,
comprimento do braco; J,, momento de inércia da haste;
Jo, momento de inércia do brago; c,, coeficiente de atrito
viscoso da haste; c,, coeficiente de atrito viscoso do brago;
k;, contante de torque do motor CC; n, relacao de trans-
missao; Ky, contante de torque equivalente; g, aceleragao
da gravidade.
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2.1 FEquacoes dinamicas de movimento

A modelagem matemética do péndulo Furuta é feita por
meio das equagoes de Euler-Lagrange, conforme descrito
em Géfvert (1998) e Cazzolato e Prime (2011). Em geral,
a modelagem ¢ feita baseando-se no equivalente represen-
tativo do sistema fisico real (Cazzolato e Prime, 2011).
Utilizando-se os parametros e as grandezas descritas na
Tabela 1, as equagoes que regem a dinamica do PIR podem
ser reescritas na forma matricial (Spong et al., 2006):

H(9a79p) |:zz +P(9a,0p,éa,ép) |:ZZ +G(0a79p) -, (1)
em que
H(0,,0,) = Ja + mpL? + myl2sen®6, myLalycost),
arUp mpLalpcosop Jp + mpl?) s

1 95

. —myls0,sen(20,) + ¢4 A
P(0a,0,.00,0,) =2 1"
—Emplieasen(%p) p

0
G(6a7 Hp) - [mpglpsenﬂp :| 9
U — [ua] _ {Ktim — 0, sign'(Ga)]
Up 7, — 0y sign(6,) |’
com
1, )
A= implpﬂasen(%p) —mypLal,0,sen0,, K; = nk;.
Tabela 1. Variadveis do péndulo.
Grandeza fisica Simbolo
posigao angular da haste 0p (rad)
posigao angular do brago 0o (rad)
corrente do motor CC im (A)
torque externo na haste To (N -m)
coeficiente de atrito estdtico - haste  §, (IN-m)
coeficiente de atrito estdtico - brago 6, (N -m)

E importante salientar que neste trabalho o sinal de
controle é a corrente i,,. Isto é possivel devido a uma malha
interna de controle de corrente, cujo ganho é considerado
unitario conforme feito em Hernandez-Guzman e Silva-
Ortigosa (2019). A malha de controle interna nao serd
objeto de discussao neste artigo.

2.2 Modelo linearizado do PIR

Definindo-se g = [8a 0,17, 4 = [0, 6,1, i = [d 6,]",
a equagao (1) pode ser reescrita como (Géfvert, 1998):

G=H""(q)[U - P(q,¢)q— G(q)]. (2)

A matriz H(q) é inversivel visto que seu determinante é
positivo para qualquer valor de 6,.

Definindo-se o vetor de estados zny = [¢ q']T e o vetor

de entradas uy = [i,, 0, sign(6.) 7, — 9, sign(ép)]T
(Gétvert, 1998), pode-se escrever a partir da equagao (2):

m - [Hl(q) U~ lg(q,Q)q‘ —a@lr @
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Linearizando-se a equagdo (3) em torno do ponto de

operagdo z3y = [0 7 0 O]T euy =00 O]T, obtém-se:
z(t) = Az(t) + Bu(t) )
y(t) = Cyz(t) + Dyu(t),

com Z(t) = xn(t) — 23 (t) e u(t) = un(t) —ui(t),e Ae B
sao as matrizes jacobianas em rela¢ao em relagao a xy Lt)

e a un(t), determinadas no ponto de operacéo, e Cy e D,
sdo matrizes definidas de acordo com as saidas desejadas
(Rigatos et al., 2017).

Definindo-se: W = [, sign(f,) 7, — 0, sign(ép)]T =
[w1 s ]T7 logo uy = [im w ]T, consequentemente, 0 mo-
delo linearizado pode ser reescrito como:
{j:(t) = AZ(t) + By im(t) + By,w(t)
y(t) = Cy T(t) + Dyu im(t) + Dyuw0(1) ,
em que as matrizes A, B,, B, éy, Eyu e ﬁyw sao
definidas por:

0 0 1 0
0 0 0 1
A= 0 milgLag _)‘pca _lpmpLan
A A
0 AaMplpg _mplﬁaca _)\acp
A A A
0 0 0
0 0 0
Eu _ KtAp , *w — _ﬁ mplpLa ,
A
Kimypl,L, ~ mplpLa @
A A A
C,=[1000], Dy, = [0], Dy, =0 0],
com

A = A(m) = JympL? + Jompll + Jo ),
Aa=mpLi+Jo, Ay =myls+ .

2.3 Estimag¢ao dos parametros do sistema

A determinacgdo dos parametros é feita em trés etapas:
uma dos parametros elétricos do motor CC, outra dos
parametros mecanicos do conjunto motor CC e brago
mecanico e, por fim, outra da haste do péndulo.

As dimensoes fisicas foram medidas diretamente no apare-
lho. Massas e centros de massa foram caculados com base
nas densidades e nas dimensoes fisicas. O parametro k. =
k; foi determinado conforme procedimento descrito em
Bresciani (2008). Os parametros mecanicos J, e ¢, foram
determinados conforme descrito em Hernandez-Guzman e
Silva-Ortigosa (2019) e a relacdo de transmissdo n con-
forme retratado em Nise (2011). Os pardmetros da haste
foram determinados conforme procedimento experimental
descrito em Abelson (1996). Os valores dos parametros do
péndulo sao descritos na Tabela 2.

3. PROJETO DOS CONTROLADORES

Seja o sistema definido pelas seguintes equagoes no espaco
de estados:

{x(t) = A%(t) + Bu u(t) + By W(t)
y(t)=C

(t) = Oy 7(t) + Dy u(t) + Dyoi(t), )
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em que T € R™ é o vetor de estado, u € RP é a entrada de
controle, y € R é asaida, w € R é o vetor de pertubagdes
e as matrizes tém dimensdes apropriadas. Supoe-se que o
par (A,B,) é controlavel.

Deseja-se projetar uma lei de controle por realimentacao de
estado u(t) = K z(t), K € $P*", utilizando-se diferentes
técnicas de controle, para o péndulo Furuta. A fim de
assegurar erro nulo em regime permanente, para entrada e
disturbios constantes, uma nova representacao no espaco
de estados ¢é utilizada, adicionando-se a integral do erro
v(t) como estado, o que resulta nas seguintes equagoes:

{x’(t) = A x(t) + By u(t) + By, w(t) (6)

2(t) = C, x(t) + Dy u(t) + Dy w(t),

em que

_[ A o0 [ B, [Bw 0
a= g, o) = [B] = [T0)

K x(t) = K, T(t) + kv(t).

Para o controle Hs e Hoo, as matrizes C,, D, e D, s80
determinadas conforme as saidas controladas.

3.1 Controle LQR via LMI

Seja o sistema descrito pela equagao (6), considerando-se
w(t) = 0, o regulador linear quadratico (LQR) é obtido
pela minimizacao do seguinte indice de desempenho de
horizonte infinito (Zhou et al., 1996):

Y A e KA N E O
do= [T a0 ) | 3] [0 | @
emque Q e R, Q=0,SeR"P, e Re RP*P, R = 0
sao as matrizes de ponderagao.

A lei de controle 6tima, solugao deste problema, pode ser
obtida pela resolucao do seguinte problema de otimizagao:

min  p,
8
W17 W2 ( )

sujeito a:
pl x(0)"
o W o, )
AWy + W1 AT + B.Wo + WI BT wyrT + wITT <0, (10)
TWW1 + ToWs -1 ’

Tabela 2. Parametros do péndulo.

Parametro fisico Valor Unidade
mp 0,098 (kg)
[ 0,111 (m)
La 0,210 (m)
Jp 0,00219 (kg -m?2)
Ja 0,00777 (kg - m?2)
cp 0,000243 (N -m - s/rad)
Ca 0,00272 (N -m-s/rad)
ke 0,0522 (N -m/A)
n 6,876
Ky 0,3589 (N -m/A)
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com 0 s .
T,
o= (23] mrieo.

Wy € R Wy = 0, Wy € RP*™ e z(0) é a condigao
inicial.

A solugéo 6tima é dada por u(t) = K xz(t), com ganho
calculado na solugéo de (8) K = WoW,~ ! e o valor 6timo
do indice é JZ = p.

3.2 Controle Ho via LMI

Seja o sistema definido pela equacdo (6), considerando-
se D,, = 0, o controlador por realimentacao de estado
que minimiza a norma Hs da fungao de transferéncia
estritamente prépria entre a pertubagio w(t) e a saida
controlada z(t), Hy.(s), pode ser obtido pela solucao
do seguinte problema convexo de otimizagdo (Dullerud e
Paganini, 2013):

min  Tr(Ws),

le W27 W3 (11)
sujeito a:
AW, + W AT + B WL + W BT + B,BE <0, (12)
Wi wycT + wi DT,
C.Wi + Doy W, e =0, (13

com Wi € %" Wy = 0, Wy € RP*™ ¢ W3 € RI¥Y,

O ganho 6timo estabilizante é calculado na solugao de
(11) por K = WoW; ', e o indice 6timo Hy é dado por
| Hu:(s) [I3= Tr(Ws).

3.3 Controle Hoo via LMI

Para o sistema definido pela equagdo (6), o ganho por
realimentacao de estado que minimiza a norma H., da
fungao de transferéncia H,.(s) pode ser calculado pela
solugdo do seguinte problema convexo (Chilali et al., 1999):

min 7y,
Wla WQ (14>
sujeito a:
® B, W,cT +wiDL,
B, —1 D, <0, (15
CWI + Dqu2 Dzw _’YI
em que

® = AW, + W, AT + B,W, + Wi B,

com W; € §Rn><n7 Wi =0, W5 € pPXM,

O ganho H, 6timo é calculado na solucao de (14) por
K = WoW; !, e anorma Hy, é dada por || Hy.(s) ||eo= 7-

3.4 Alocagao de polos via LMI

Na sintese Hs € Hoo, € no controle LQR via LMI, também
é possivel levar em consideragao restricoes de desempenho
adicionais relacionadas com a localizacao do polos de
malha fechada. O projeto pode ser feito de tal forma
que os polos de malha fechada resultantes pertengam a
uma regiao pré-definida contida no semiplano esquerdo.
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Figura 2. Regiao de alocagao dos polos no plano s.

Assim, pode-se adicionar ao desempenho definido pelas
normas ou indice LQR especificacoes de regime transitorio
que sabidamente estao intimamente relacionadas com a
localizagao dos polos.

Para alocar os polos de malha fechada, com um controla-
dor por realimentacao de estado de ganho K = WoW L
dentro da regiao especificada na Figura 2, as seguintes
LMIs devem ser satisfeitas (Gahinet, 1996), com W; > 0:

e faixa vertical entre — e —a:

AW, + Wi AT + B,Wo + W BE + 2aW, <0,

— AW, - W AT — B,W, — Wi B —28W, <0; (16)

e setor conico centrado na origem com angulo interno
26:

sen(0)®1 cos(0)Po

sen(0)@®s cos(0)@s| 0,

(17)
com

© = AW, + Wi AT + B,Wy + Wy BL |

©y = AW, — W AT + B,W, — W4 BL |

@3 = —AW, + W AT — B,W, + W BT

©y = AW, + W1 AT + B,Wo + W BL

4. RESULTADOS
4.1 Caracteristicas dos equipamentos utilizados

Para a realizacao dos experimentos foi usado o péndulo
da Figura 3, composto por um motor CC de 12 V, dois
encoders de 2 canais e 600 pulsos/revolugao, um drive
condicionador de sinal e controlador de corrente, arduino
Mega 2560 rev3 e computador com o software MATLAB.

Figura 3. Péndulo invertido rotacional.

4.2 Swing-Up

Para elevagao da haste do péndulo, foi implementado um
controlador de swing-up que tem agao baseada no controle
da energia do sistema, conforme o método descrito em
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Astrém e Furuta (2000). O sinal de controle de swing-up
é dado por:

us = sat {ks (E — Ey) sign (épcosﬁpﬂ ,
1 (19)
E= (2> Jp9p2 + myplyg (cos(, — 1) ,

sendo Ejy a energia no ponto de equilibrio. O valor de
ks = 200 foi definido empiricamente e u, foi saturado pro-
positalmente em ug = 0,250 A por questdes de seguranga
e integridade do péndulo.

4.8 Estudos de caso

Para o controle do péndulo sao definidas as seguintes
especificagoes de desempenho: tempo de acomodagao t; =
5 s (critério de 2 %) e sobressinal maximo M, = 5 %. Desta
forma, tém-se ( = 0,69 e o = 0,8. Adota-se também um
limite para a regiao de alocag@ao dos polos definido pela
reta vertical em —f3 = —15a, de forma a evitar sinais de
controle elevados. Essa regiao de alocagao foi adotada em
todos os projetos dos controladores.

A saida controlada para os controladores Ho e Hoo €
definida como: z(t) = [04(t) 0,(t) im(t)]", logo:

10000 0
2E)=101000|x(t)+ | 0| im(t). (19)
00000 1
e (Caso 01: Controlador LQR, com matrizes de ponde-

ragao
Q = diag(0,1013;8,2070;0,0044;0,0044;0,0162), R =
2,0408 e condicao inicial

B P 2 |’

Caso 02: Controlador Hs;

Caso 03: Controlador H.;

Caso 04: Controlador Ha, sujeito a norma He, < €;

Caso 05: Controlador H.; sujeito a norma Hs < €.

Os controladores sao obtidos a partir da solucao dos
problemas de otimizacao descritos na Segao 3. Os valores
dos ganhos projetados estao apresentados na Tabela 3.
Para os Casos 04 e 05, o valor de € usado é igual a
120% das normas H, e Ho calculadas nos casos 03 e 02,
respectivamente.

Tabela 3. Controladores e Normas.

:

¢ k1 ko k3 kq ki Ho Hoo
o1 0,770 -11,568 0,646 -1,956 -0,396
02 1,805 -15,506 1,064 -2,627 -1,193 4134
03 2,843 -18,049 1,330 -3,103 -1,757 119,2
04 2595 -17,630 1,269 -2,972 -1,639 465,1 143,1
05 2,885 -18460 1,355 -3,117 -1,848 496,2 128,6

4.4 Resultados simulados
Nas simulagoes, a entrada de referéncia é um degrau de

45°, aplicado em ¢t = 10 s. Uma pertubacao em degrau de
w1 = 0,1723 N - m ocorre em t = 30 s, e uma pertubagao
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em pulso de amplitude wy = 0,0057 N - m e duragao de
0,09 s acontece em t = 50 s. As simulagoes sdo feitas com
o modelo néo linear descrito pela equagao (1).

Os resultados das posigoes angulares simulados podem
ser vistos nas Figuras 4, 5, 6 e 7. Os sinais de controle
podem ser vistos nas Figuras 8 a 10, para os Casos 01 a
03, respectivamente. Em relagao aos graficos dos sinais de
controle dos Casos 04 e 05, devido a semelhanca desses
graficos com o do Caso 03, optou-se por ndao mostra-los.

801
70
60

50

— - . i SIS VU - S S
2 40 ! r
]
)
o or — Referéncia
= —LQR
20 “h
2
1oF H,
[ == —H,sujeitoa H_|
[‘ H,, sujeito a H,
_100 I I I I I °
0 10 20 30 40 50 60 70

t(segundos)

Figura 4. Posigao angular do brago.
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i I i i I
52 53 54 55
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Figura 5. Detalhe da posi¢ao angular do brago.
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1785 |

177.51 . . h . .
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Figura 6. Posigao angular da haste.
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_H,
H

— H2 sujeitoaH_|
H,, sujeito a H2

I I I I | I
30 31 32 33 34 35 36 37
t(segundos)

Figura 7. Detalhe da posicao angular da haste.

Para comparacao do desempenho dos diferentes contro-
ladores é usado o critério da integral do erro quadratico
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Corrente(A)

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 8. Caso 01 - sinal de controle.
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Figura 9. Caso 02 - sinal de controle.

1k
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Corrente(A)

0.2 !\
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Figura 10. Caso 03 - sinal de controle.

(ver Tabelas 4, 5 e 6). Trés intervalos de tempo distintos
sao definidos, de maneira que a andlise do seguimento de
referéncia e do efeito de cada uma das pertubagoes possa
ser feita separadamente. Esses intervalos sao: de 10 a 30
s, para o seguimento de referéncia; de 30 a 50 s, para a
pertubacao ws; e de 50 a 70 s, para a pertubacgao ws.

Tabela 4. Integral do erro quadratico para 6,.

Caso (10 — 30) (30 — 50) (50 — 70)
01 903,79-10~3 487,92-103 7,675-103
02 684,42 -1073  73,57-10~3  3,901-103
03 666,58 -10~3  32,15-1073  3,252-103
04 666,32-10~3  37,00-10~3  3,515-10"3
05 653,62-1073  30,12-1073  3,220-103

Tabela 5. Integral do erro quadrético para 6,.

Caso (10 — 30) (30 — 50) (50 — 70)
01 83,96-10~6 802,86-10"° 148,41-10°°
02 190,87 -10~% 440,28 -10~6 202,13-10"6
03 217,41-1076  374,85-10"¢ 257,28.10~6
04 214,48 -10~6  361,00-10¢ 242,37-106
05 230,80-10"6  334,25-107¢ 244,12.10°6

Pela anélise dos graficos das Figuras 4, 5 e 7, percebe-se
que o controlador LQR ¢é o mais lento em relacao a rejeicao
de pertubagoes e tem o sinal de controle menos agressivo
(ver Figuras 8 a 10). O controlador Hs é o segundo mais
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lento em relacao a rejeicao de pertubacgoes. Os outros trés
controladores tém as respostas muito semelhantes.

Com base na integral do erro quadratico, nota-se que os
controladores Hoo, Ha/Hoo © Hoo/H2 sdo o0s que tém
melhor desempenho em relagao a rejeicao das pertubagoes
w1 e Wy na saida #,, embora tenham pior desempenho em
relagao a saida 6,,.

Usando-se o erro quadrético total (ver Tabela 6), o contro-
lador que teve o melhor desempenho foi Ho,/Ha, pois teve
o menor indice entre todos os controladores, tanto para o
seguimento de referéncia como também para a rejeicdo das
pertubagoes.

4.5 Resultados experimentais

Para o setup experimental, a entrada de referéncia é um
degrau de 45° aplicado em ¢t = 47 s, levando-se em
consideragao o tempo necessario para se fazer o swing-up.
Considera-se uma pertubacgao em degrau de w; = 0,1723
N -m em t = 87 s, emulada por uma pertubagao no sinal
de controle.

Os resultados experimentais obtidos para as posigoes an-
gulares da haste podem ser vistos nas Figuras 11 e 12.
Para a posigao angular do brago, os resultados podem ser
vistos nas Figuras 13, 15, 17, 18 e 19, para os Casos 01 a 05,
respectivamente. Os sinais de controle podem ser vistos nas
Figuras 14 e 16, para os Casos 01 e 02, respectivamente.
Em relagao aos graficos dos sinais de controle dos Casos 03
a 05, devido a semelhanca desses graficos com o do Caso
02, optou-se por nao mostra-los

200

150

1001~

0 (graus)

—LQR
—H,
H

-50r

-1001 sz sujeitoaH_|

H,, sujeito a H2

_ I I L I I
1 500 20 40 60 80 100 120 140

t(segundos)

Figura 11. Posicao angular da haste.

Pelos gréficos da Figura 11, observa-se que todos os con-
troladores projetados estabilizam o péndulo. Nota-se pelos
graficos da Figuras 12, que ao aplicar a pertubacao wy,
a posicao angular ¢, sofre um pequeno distirbio para os
controladores LQR, Hs e Hoo, mas o mesmo efeito nao é
visivel para os outros dois controladores. Observa-se tam-
bém o efeito dessa pertubacao na varidvel 6, nas Figuras 13
e 15, para os controladores LQR e Hs, respectivamente.

Para os resultados experimentais, a integral do erro qua-
drético, para cada caso, é apresentada nas Tabelas 7, 8 e

Tabela 6. Integral do erro quadrético total.

Caso (10 — 30) (30 — 50) (50 — 70)
01 903,0-10~3 488,7-10~3 7,823-10 3
02 684,6-10~3 74,01-10~3 4,103-10"3
03 666,8-1073  32,52-10"3 3,509 103
04 666,5-10~3 37,36-10"3 3,757-1073
05 653,9-1073  30,45-10"3 3,464 103
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Figura 12. Detalhe da posicdo angular da haste. Figura 17. Caso 03 - posicao angular do braco (Hoo).
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Figura 14. Caso 01 - sinal de controle (LQR). Figura 19. Caso 05 - posigao angular do brago (Hoo/H2).
Zz 9. Dois intervalos de tempo distintos sdo definidos: de 47
| 1 l ‘ l l “ i l a 87 s, para o seguimento de referéncia; e de 87 a 127 s,
% ALt ,mnm LML L Do
- e ”U”lll [IJ l” il w il |n”| ( para a pertubagao ;.
< zz Tabela 7. Integral do erro quadrético para 6,.
il ‘ ‘l Wl n, TS Caso (47 = 87) (87 — 127)
al V]”l‘ Il YT 01 2,0819 2,25170
i . 02 1,0710 0,74379
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — Referéncia 03 1,1336 0,58365
0 20 40 60 © 80 100 120 140 04 1,1254 0,60967
05 1,2105 0,61401

Figura 15. Caso 02 - posigao angular do brago (Haz).
Tabela 8. Integral do erro quadrético para 0,.

Caso (47— 87) (87 — 127)
01 0,0394767 0,0530430
02 0,0798945 0,0838989
03 0,0496991 0,0679328
04 0,0725154 0,0689894
05 0,0840042 0,0738959

Corrente(A)

Com base nos resultados experimentais, pode-se observar
que o controlador LQR é o que apresenta melhor desem-
penho em relacdo a rejeicao da pertubagao w; na saida 6,
conforme nota-se nos valores de integral de erro quadratico
da Tabela 8, por outro lado tem o pior desempenho em

Figura 16. Caso 02 - sinal de controle (Hz).
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Tabela 9. Integral do erro quadrético total.

Caso (47 —87) (87 — 127)
01 2,12138 2,30474
02 1,15089 0,82769
03 1,18329 0,65158
04 1,19791 0,67866
05 1,20450 0,68791

relagdo da safda 6, (Tabela 7). O controlador que apre-
sentou melhor desempenho nos experimentos em relacao a
rejeicao da pertubagao w; na saida 6, foi 0 Ho, visto que
apresentou menor integral de erro quadratico. Se conside-
rado a integral de erro quadratico total, o controlador Hs
tem melhor desempenho para o seguimento de referéncia e
o controlador H ., tem melhor desempenho para a rejeicao
da pertubacgao ws.

Cabe salientar que o sistema real tem limitacoes fisicas e
dinamicas nao modeladas que exigem que o controlador
tenha sinais de controle superiores aos esperados pelos
resultados simulados, resultando em saturacao do sinal de
controle, como pode ser notado nas Figuras 14 e 16, de
forma que os resultados experimentais nao sao iguais ao
simulados. Além disso, notou-se uma folga no acoplamento
motor - brago que também influencia nos resultados.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho, os controladores Ha, Hoo, Ha/Hoo, Hoo /Ha
e LQR foram projetados para o controle do péndulo Fu-
ruta. Os resultados sao considerados satisfatérios, visto
que os controladores projetados equilibraram o péndulo
e o braco segue a referéncia desejada, além de rejeitar
pertubacoes simuladas e experimentais. Verificou-se que
a sintese de controladores por meio de LMI é um método
flexivel, permitindo a inclusao das especificagoes de desem-
penho diretamente no problema de controle. A efetividade
dos controladores Ho, Hoo, Ha/Hoo, Hoo/H2 € LQR foi
comprovada pelos resultados simulados e experimentais,
visto que os controladores se mostraram satisfatorios em
relagao ao desempenho esperado, mesmo com saturac¢ao no
sinal de controle e folgas (backlash) no acoplamento motor-
brago do péndulo. Uma sugestao para futuros trabalhos é a
aplicacao dessas técnicas via LMI voltadas especificamente
para o tratamento da saturagao e das folgas.
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