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Abstract: The extremum seeking is a control strategy able to reach and keep the output of
an unknown mapping into a vicinity of its extremum while event-trigger is important to deal
with the management of the finite bandwidth in communication channels of the networked
systems. Despite the vast number of publications on both subjects, the event-triggered extremum
seeking control based on perturbation method still remains as an open problem in literature and
this paper proposes a solution for this issue. The stability analysis is carried out by using the
Lyapunov criteria as well as the averaging theory for discontinuous systems to a multivariable
extremum seeking control for static maps into a event-triggered framework. The closed-loop
exhibits the advantages of each of the individual approaches and simulation results illustrate
the advantages of the proposed control strategy.

Resumo: O controle por busca extremal é capaz de alcangar e manter a saida de um mapeamento
desconhecido em uma vizinhanga de seu extremo enquanto o controle baseado em eventos é uma
estratégia importante para lidar com o gerenciamento da largura de banda finita nos canais de
comunicacdo dos sistemas em rede. Apesar do vasto numero de publicagoes sobre ambos os
assuntos, a busca extremal baseada em eventos ainda é tépico de pesquisa aberto na literatura e
este artigo propoe uma solugao para esse problema. Neste artigo, considera-se a busca extremal
multivariavel baseada em eventos cuja andlise de estabilidade é realizada usando os critérios
de Lyapunov, bem como a teoria de média para sistemas descontinuos. A malha fechada exibe
as vantagens de cada uma das abordagens individuais e os resultados de simulagao ilustram as

vantagens da estratégia de controle proposta.
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1. INTRODUCAO

A busca de extremal é uma estratégia de controle impor-
tante que permite ao projetista alcancar e manter a saida
de um mapeamento nao-linear nas proximidades de seu
extremo. Se os parametros do mapeamento nao-linear esti-
verem disponiveis, a busca extremal torna-se uma tarefa de
controle fécil, pois é possivel obter exatamente o gradiente
da nao-linearidade e o objetivo do controle pode ser de-
finido como a estabilizagao desse gradiente. Infelizmente,
devido a incertezas paramétricas, o gradiente exato nao
pode ser obtido diretamente e a tarefa de controle nao é
simples.

Apesar das diversas estratégias de controle por busca
extremal, extremum seeking control (ESC), encontradas na
literatura, os métodos baseados em perturbagoes (sinais de
dither) s@o os mais antigos e, ainda hoje, os mais populares
em todo o mundo. Embora a concepcao do ESC tenha
sido creditada ao engenheiro francés Maurice Leblanc
(1922), foram os Professores Krsti¢ and Wang (2000) que
forneceram pela primeira vez uma prova de estabilidade
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rigorosa para a busca extremal em mapeamentos nao-
lineares, estaticos e dinamicos. Em poucas palavras, o
ESC baseado no método de perturbagao (Sternby, 1980)
adiciona um sinal periédico de pequena amplitude (sinal
de dither) & entrada do mapeamento nao-linear e estima o
gradiente usando um processo de demodulacao apropriado.
Finalmente, esta estimativa é utilizada no projeto de
controle por realimentagao.

Atualmente, o rapido progresso tecnoldgico no campo das
redes levou os pesquisadores e engenheiros a se concentra-
rem na diminuigao dos custos, através do projeto de siste-
mas de comunicagao velozes e vidveis nos quais a planta
e o controlador podem nao estar fisicamente conectados
ou mesmo em locais diferentes. Algumas vantagens dessas
redes sdo a diminuicdo do custo financeiro de instalacao
e manutencao (Zhang et al., 2020) enquanto a principal
desvantagem é o congestionamento do trafego de dados. O
congestionamento do tréafego pode levar a atrasos na rede
e, pior ainda, a perdas de pacotes, ou seja, os dados podem
ser perdidos durante a transmissao (Hespanha et al., 2007).
Esses problemas estao altamente relacionados a restrigao
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de largura de banda finita nos canais de comunicagao dos
sistemas em rede. Para superar ou pelo menos mitigar tais
problemas, pode-se empregar uma estratégia de controle
baseado em eventos, event-triggered controller (ETC).

O ETC executa a tarefa de controle aperiodicamente
conduzida por uma condicao de disparo projetada com
o estado ou a safda (Coutinho and Palhares, 2021; Mo-
reira et al., 2019). Dessa forma, além das propriedades
de estabilidade assintética Tabuada (2007), a estratégia
garante o menor esfor¢co dos recursos da rede uma vez
que a atualizagao do controle e a transmissao dos dados
s6 ocorrem se forem realmente necessarios (Borgers and
Heemels, 2013). Apesar das vantagens, a busca extremal
baseada em eventos ainda é um tdépico de pesquisa em
aberto na literatura e este artigo propoe uma solucao
para esse problema. Neste artigo, considera-se a busca
extremal multivaridavel baseada em eventos cuja analise de
estabilidade é realizada usando os critérios de Lyapunov,
bem como a teoria de média para sistemas descontinuos. A
malha fechada exibe as vantagens de cada uma das abor-
dagens individuais e os resultados da simulacao ilustram
as vantagens da estratégia de controle proposta.

O artigo estd organizado da seguinte forma. A segdo 2
apresenta as notagoes e definicbes empregadas no artigo. A
secao 3 formula o problema de controle a ser resolvido. Os
resultados de estabilidade e convergéncia sao apresentados
na Secao 4. Os resultados da simulacao sao apresentados
na Secdo 5. A secdo 6 apresenta as conclusdes deste
manuscrito.

2. PRELIMINARES

Ao longo do manuscrito, a norma 2 (euclidiana) de ve-
tores e a norma induzida de matrizes sao denotadas por
barras duplas || - || enquanto o valor absoluto das varidveis
escalares sao denotados por barras simples |- | € Apin(+) €
Amax(+) denotam os autovalores minimo e méximo de uma
dada matriz, respectivamente. Dado ¢ € [—&p,&9] C R,
o mapeamento d1(g) e da(e) onde §; : [—eg,e0] = R e
d2 @ [—€0,e0] — R, afirma-se que 01(¢) possui magnitude
de ordem de d2(¢), 01 () = O(d2(€)), se existem constantes
positivas k e ¢ tal que |d1(e)| < k|d2(g)], para todo |e] < ¢
(Khalil, 2002).

3. FORMULACAO DO PROBLEMA

A Figura 1 mostra um diagrama de blocos da busca
extremal baseada em eventos para o mapeamento estatico
e nao-linear

* 1 * * *
Q) = Q"+ 5(0(t) — ) H"(0() —67), (1)
onde H* = H*T € R"*" ¢ a matriz Hessiana, * € R" é

a entrada otimizadora (desconhecida), o vetor 0(t) € R™

é projetado com a estimativa em tempo real é(t) € R™ de
0* e o vetor de dither aditivo S(t),

0(t) = O(t) + S(t). (2)

A variavel t;, denota uma sequéncia ilimitada e monotona-
mente crescente de instantes de evento, i.e.,

O=to<t1 <...<tp<..., kKeZT, lim t, =00,
k— o0

3)
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com intervalos de amostragem variaveis 7, = ti41—tr > 0.

Supode-se que o sensor sempre atua instantaneamente, en-
quanto o controlador e o atuador atuam de uma maneira
acionada por evento (ou seja, eles respondem instantanea-
mente aos dados recém-chegados). O atuador transforma a
entrada de controle de tempo discreto Uy em uma entrada
de controle continua u(t). Ao assumir que nao hé atrasos
nos ramos Sensor-Controlador e Controlador-Atuador,

u(t):Uk:U(tk)7 te [tkatk+1[7 k€Z+7 (4)
e a funcdo linear por partes 7(t) com derivada temporal
7(t) = 1, Vt # ty. (ver Figura 2) é

T(t)=t—ty, telfte tppa|, keZb. (5)

Entéo, da Figura 1, a saida do mapeamento nao-linear (1)
pode ser escrita como

y(t) = QO(1))

1
=Q"+5(00) - 0" )" H*(0(t) — 0%). (6)
Define-se o erro de estimagao
o(t) = 0(t) — 0", (7)
e a estimativa do Gradiente
G(t) = M()y(t), (8)
com vetores de dither
S(t) = [ay sin (wit), ... ,ansin (wat)]" (9)
2 . 2 ’
M(t) = | —sin (wit), ..., —sin(wpt)| (10)
aq Qp,

com amplitudes a; > 0. As frequéncias de sondagem w;
sao selecionadas como

ie{l,...,n}, (11)
onde w é uma constante positiva e w; é um ndmero
racional.

De (2) e (7),

!
Wi = ww,

0(t) = 0(t) + S(t) + 0%, (12)
e, portanto, substituindo (12) em (6), a saida y(t) pode ser
expressa como

y(t) = Q" + %(5@) +S(0)TH(0(t) + 5(1))

=Q+ %éT(t)H*é(t) + ST () H*0(t)+

+ %ST(t)H*S(t) . (13)
Entao, a estimativa do Gradiente é
. 1 - _
Gt) = M#)Q* + §M(t)9T(t)H*9(t)+
+ M(@)ST () H () + %M(t)ST(t)H*S(t) . (14)
Definindo
H (t) := M(t)ST(t)H*
=H*+A(t)H", (15)
onde os elementos de A(t) € R™*™ sao dados por
Ay (t)= — cos(2w;t) , (16)

AV (15):2ﬁ sin(w;t) sin(w;t)
@

(3

=L cos((ws — wy)t)— L cos((wi +wy)t), Vir].
(17)
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Figura 1. Diagrama de blocos da Busca Extremal em Rede

T(t) =t —tg

to=0 t [2) t3 ty ty1 t

Figura 2. Piecewise-continuous function 7(t).
Entao, a equagio (14) torna-se

G(t) = H(1)O(t) + M(H)Q" + %H(t)S(t) +0(t),  (18)

I(t) := %M(t)éT(t)H*é(t) . (19)

O termo ¥(t) dado por (19) e mostrado em (18) é qua-

dratico em 6(t) e, portanto, ndo é importante para uma
anglise local Ariyur and Krsti¢ (2003). Dessa forma, daqui
por diante, o mesmo serd negligenciado e a estimativa do
gradiente é apresentada como

G(t) = HWO(t) + MH)Q* + %H(t)S(t). (20)

Por outro lado, da derivada temporal de (7), a dindmica
que governa 0(t), assim como 6(t), é

0(t) = 0(t) = u(t) . (21)

Tomando-se a derivada temporal de (20) e considerando
as equagoes (15) e (21), chega-se a
G(t) = f(t,0(t), u(t))
= H(t)u(t) + w(t,0(t)),

w(t, 6(t)) = A H () + M(HQ + %A(t)H*S(t)Jr

(22)

1 1 .
+ §H*S(t) + §A(t)H*S(t) . (23)
A lei de controle é projetada como
U(t)= KG(ty), Vt€ [ty tisr], kKEN,  (24)
e se introduz o vetor de erro
e(t) ;== G(ty) —G(t), Vte |ty tupr[, keN. (25)

Ao se utilizar a lei de controle baseada em eventos (24),
adicionando e subtraindo o termo H(t)KG(t) em (22) e

adicionando e subtraindo o termo KG(t) em (21), chega-
se a uma representacao Input-to-State Stable (ISS) das

dinAmicas G(t) e 6 com relacio ao vetor de erro e(t)
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apresentado na equagao (25) e perturbacdo variante no
tempo w(t,6(t)), em outras palavras,
G)=H ) KC(ty) + HOKC)—-H ) KG() +w(t, 0(t))
—H)KG(t) + H(t)Ke(t) +w(t,0(t)), 26)
é(t)=— H(t)KG(t) — H(t)Ke(t) — w(t,0(t)), 27)
0(t)=K G (ty)+ K G(t)-K C(t)

_KH)(t) + Ke(t) + KM(#)Q" —&—%KH(t)S(t) .
(28)

o~ o~

Em uma implementacao convencional de dados amostra-
dos, os tempos de transmissiao sao distribuidos equidis-
tantemente no tempo, o que significa que tx11 = tx + h,
para todo k € N | e algum intervalo h > 0. No controle
baseado em eventos essas transmissoes sao orquestradas
por um mecanismo que invoca as transmissoes quando a
diferenca entre o valor atual da saida e seu valor transmi-
tido anteriormente se torna muito grande em um sentido
apropriado (Heemels et al., 2012). Nas se¢oes subsequen-
tes, dois mecanismos de execugao sao analisados usando o
vetor auxiliar

0= 2] = %] (29)

cuja dindmica é
s(t) = HOKz (t) + HO) Kz (t) +w(t, 0t),  (30)
L(t) = —H(t) Kz (t) — H(t)Kz(t) — w(t, 6()), (31)

A ideia principal é estabelecer os instantes acionados por
eventos,

teer =min{t e RT 1t >, A 2T (H)U2(t) =0}, (32)
ty=0, (33)
onde ¥ é uma matriz apropriada, para recalcular a lei de
controle (24) e atualizar o atuador na Figura 3 de modo

que a estabilidade assintdtica do sistema de malha fechada
seja alcancgada.

3.1 Escalamento temporal do Sistema

Da equacao (11), as frequéncias de dither em (9) e (10),
bem como suas combinagoes em (16) e (17), sdo racionais
e, entao, existe o periodo
1

Wi

T:ZWXMMC{ } Vi{l,2,....n},  (34)

onde MMC denota o minimo multiplo comum tal que é

possivel escalonar temporalmente as dindmicas (26)—(28),
(30) e (31) com a transformagao ¢ = wt, assim
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5(t) M(1)
T 1
[Zoml u(t) E (t) @ (t) @ y(t) @

P ALY () = [G7 (1), " (1)) e(t)

tg+1 = min {f >ty 2T () We(t) = 0} @
|7 G(t) ‘

Mecanismo de Execucao

<l
K|

Figura 3. Diagrama de blocos da busca extremal baseada em eventos.

27
Entao,
dG#) 1 .(- . 1
7 - ;g <t7G36797 w) ) (36)
de(t) _ 1, (t,é,e,é, 1) , (37)
dt w w
) _1g (z, Gred. 1) , (38)
dt w w
dzy(t 1 _ ~ 1
Zétgv - ;ZI <t721722a97 w) ) (39)
dzo(t 1 _ ~ 1
Z;Lg) - ;ZQ <t721722;07 w) ) (40)
nas quais
s~ ~ ~ 1
G (1,60, ) = HOKG() + HORe()+
+w(t,0(0)), (41)
& (taé7ea§a 1) = _Q 776;(7679'7 1) ) (42)
w w
~ (- = ~ 1
6 (t,a,e,e, w) — KH(D0(D) + Ke(d)+
+ KM)Q* + > KH({D)S(T), (43)
_ ~ 1 A - ~ 1
Zl (taZhZana ) = g <tyzl722a95 ) ) (44)
w w
_ ~ 1 _ ~ 1
ZQ (ty 21,22, 9, UJ) =& (t7 21, 22797 ) (45)

3.2 Sistema Médio

Agora, definindo o estado aumentado

XT(0) = [GT(0),e"(D),07(5), 2" ()] (46)
chega-se a dindmica
“0t(nl)

=[gT, 7,07, 2T, 2] . (48)
O sistema aumentado (47) tem um pequeno pardmetro

1/w assim como uma fungao T-periédica F | ¢, X, ) em
w
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t, portanto, admite-se o teoria de média para andlise de
_ 1 1

estabilidade calculando-se F <t,X, ) at lim — = 0,
w w—00 W

conforme apresentado nas referéncias (Plotnikov, 1980;
Khalil, 2002), i.e

dXuw(f) 1
T - ;fav (Xav) ) (49)
1 T
Fav (Xav) = T/ F (0, Xav,0)dd. (50)
0

Basicamente, a teoria de média determina em que sen-
tido o comportamento do sistema nao-auténomo (47) se
aproxima do comportamento do sistema autdénomo (49)
de modo que (47) pode ser representado como uma per-
turbagao de (49) (Khalil, 2002).

Agora, nota-se que os termos médios sao

Se(F) = / S(6 (51)
Sue(B) = / $(6)d = 0, (52)
Moo = / M(5)d5 =0, (53)
VD) = 7 / NE(8)d6 = 0, (54)
Am®=7 [ " A@)s =0, (55)
Aul) = 7 /0 "A@)=, (56)

e, consequentemente,

ma® =7 | " H (o)
7/ H*do + — /A 8)H*do

=H*+ A, ()H =H* (57)
av E) = / H
=An(HH*=0. (58)

Portanto, tratando o estado aumentado X (f) como cons-
tante em (47) e (48), e usando os valores médios (51)—(58),
chega-se a
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dGa‘i(Z) = l]{*I(C?av({) + l];I*[(eav(i)’

- (59)
av 1 1
dedt(£> H Ke av(ﬂ - *H KG&V()? (60)
déaV(E) 1 g
) DKH G, (F) + ~ Kea (D), 1
) — SKH 000+ Kew (D (61)
dzlav (E) _ 1 * 1 *
e = —H K, (D) + —H' K, (1), (62)
dz2av (??) _ 1 * 1 *
0 - Ly, - Luka, @, (3

uma vez que o valor médio de w(t,0(t)) em (23) é
wav(ﬂ éav(a) = Aav (Z)H*éav(i) + Mav(ﬂQ*‘F
1.
+ iAaV({)H*SaV(E)+

1 . 1 .
+ iH*SaV(E) + §AaV(E>H*SaV({)
=0. (64)
Portanto, a partir de (59) é facil verificar a relacao ISS de
Glav (f) com respeito ao erro médio de medicio e,y (£). Além
do mais, a média das equagoes (20), (25) e (29), gera
av(i) =H"0 av({) (65)
Ous (1) = H*~ 1G'av(ﬂ (66)
eav(t) = e (tr) — Gav(?), (67)
( (68)

t) Gav (D)

t 1av( = av .
“av 3 |:22av (E):| |:eav(a
Na escala de tempo ¢, versao média da lei de execucao
baseada em eventos torna-se

tp+1 = min {Ee RY i E >t A 2L (D) Tz (f) = O} ,
(69)
to=0, (70)
deve ser capaz de garantir a convergéncia exponencial

de Gav(f) e, consequentemente, de 0, (f) para a origem
invocando a teoria da média Khalil (2002).

68

3.3 Hipoteses

As seguintes hipdteses sao consideradas ao longo do artigo:

(H1) O vetor otimizador #* € R™ e o escalar Q* mos-
trados no mapeamento nao-linear (1) sdo parametros
desconhecidos pelo projetista.

(H2) A matriz Hessiana H* é simétrica, tem sinal definido
(tem posto completo) e conhecido.

(H3) O produto matricial H*K é Hurwitz tal que para
qualquer matriz Q = QT > 0 existe P = PT > 0 que
satisfaz a equacao de Lyapunov

K'H*"P+ PH'K = Q. (71)

(H4) A soma das normas induzidas das matrizes K7 H*T P
e PH*K é majorada por uma constante conhecida (3,
IETH*P|| + |PH* K| < 5. (72)
(H5) O menor autovalor da matriz @ é limitado inferior-
mente por uma constante positiva, e conhecida, «,

)\min(Q) Z .

(H6) As frequéncias de sondagem satisfazem

1
z¢{ L), w;+2w;,w;;iw;}, (74)

(73)
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para todo i, j, k e [.
(H7) Apenas G(t) esta disponivel para o projeto da exe-
cugao baseada em eventos.

4. ANALISE DE ESTABILIDADE

4.1 Busca FExtremal baseada em FEventos com Matriz
Hessiana Conhecida

Esta segao assume um conhecimento parcial do mapa nao-
linear (1) tal que a matriz Hessiana H* seja um pardmetro
conhecido. Embora essa hipotese pareca simplificar o pro-
blema, deve-se notar que a estratégia de busca extremal
ainda se justifica uma vez que o vetor otimizador 6* e o
parametro Q* sao desconhecidos.

O Teorema 1 mostra como a matriz de eventos
U — l (a— 1)Q PH*K

o w KTH*TP Onxn
na qual o €]0, 1], pode ser empregada em malha fechada

para garantir a estabilidade assintética da busca extremal
baseada em eventos.

(75)

Teorema 1. Considere a dinamica média de malha fechada
da estimativa do gradiente (59) e o mecanismo execugao
por evento médio dado por (69). Suponha que as Hipéteses
(H1)—-(H8) sejam satisfeitas e que a matriz Hessiana H*
seja um parametro conhecido. Se a matriz de eventos ¥ é
dada por (75) e w em (35) é uma constante suficientemente
grande para os pardmetros de (59), a versdo média da
estimativa do gradiente, Gy (£), dada por (59) ¢ localmente
exponencialmente estavel e, consequentemente, 0,y (t) con-
verge exponencialmente para zero. Portanto, existem cons-
tantes w* € ]0,w[em,Mg, Mg, M, > 0 tal que

GOl < Mgep(-m+0 (). )

6(t) — 0%|| < Mgexp(—mt) + O (a + i) , (77)

ly(t)—Q*| < M, exp(—mt) + O <a2 + w12> . (78)

nas quais a = /) ., a?, e as constantes Mg, My e M,
dependem da condi¢ao inicial 8,,(0). Além do mais, existe
um limitante inferior 7* para o intervalo entre execucoes
tx+1—tg para todo k € N evitando o comportamento Zeno.

Prova. Considere a seguinte candidata a fungao de Lyapu-
nov,

av — égv(apéav(f) s (79)
cuja derivada temporal, satisfeita a Hipdtese (H3), pode
ser escrita como

Vv = _*GT ({)QGW(B + *ew(i)KTH*TPGaV(E)‘F
+ GT JOPH*Ke,(t). (80)
De (80), a auséncia do erro de medicao e(t), e(t) = 0 Vt >

0, implica na implementacao classica da busca extremal e,
neste caso, a equagao (80) orna-se

Vav = - ({)QG (ﬂ (81)

Por outro lado, na abordagem baseada em eventos, o
mecanismo de execugao responsavel pela atualizacao e
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transmissao do sinal de controle através da rede é dado
pela equac@o (69) com matriz de eventos ¥ em (75). A
abordagem proposta neste artigo garante o decaimento
exponencial de V,, com majorante pré-especificado dado
por uma fragao da taxa de decaimento ideal (81), de modo
que

Vi < —géaTv(E)Qéav(i) com o€]0,1[.  (82)

Agora, substituindo o lado esquerdo da desigualdade (83)
pela equa(;éo (80), chega—se a

— —GT L(DQG (1) + —eav(ﬂKTH*TPGav(m
+ GT LB PH*Ke, (t) < ——GT L(DQGL (D). (83)

AdlClonando o termo fGT (ﬂQGaV (t) em ambos lados da
desigualdade (83),
+ GT DQGaV(E) - *G DQG«’W(Z)""

1
;@«W@KTH*TPGw(m GL () PH* Kea (D) <0,

(84)
que tem forma matricial,
- (0 —1)Q PH'K| [Gayl(t
[GZV (t) ea (3] KTH*Tp 0 Cav ((3
2L () M (D)
(85)

Observe que a matriz de eventos ¥ em (75) ndo possui sinal
definido, de modo que a desigualdade (102) fornece apenas
uma condicao para especificar o instante de execugao tj1.
Na prética, o mecanismo de execucao baseado em eventos
supervisiona a derivada temporal da fungao Lyapunov (80)
e seu limite superior pré-especificado em (83) para definir o
momento em que esses sinais se encontram como o instante
para enviar dados pela rede e atualizar o atuador. Tal
condicdo, 2L (£)Wz,,(f) = 0 é dada por (69) e (70). Este
processo pode ocorrer por um numero indefinido de vezes,
ou seja, sempre que necessario, e garante em malha fechada
a convergéncia exponencial assintética de G'av (t) para a

origem com majorante de Vav(éav) dado por (83).

Portanto, usando a desigualdade de Rayleigh-Ritz,

Amin(P) | Gav (D)]* < Vay < Amax(P)[|Gav(@)]*,  (86)
um majorante para (83) é
. o ~
Vav < _*)\min( )”Gav(t_)HQ
J )\mm(Q)
<-Zomnly (57)

Invocando-se o Critério de Estabilidade de Lyapunov
(Khalil, 2002, Teorema 4.1), conclui-se que a estimativa
média do gradiente, Gav(ﬂ, ¢é assintoticamente estavel e,
através do Principio da Comparacdo (Khalil, 2002, Lema
da Comparagao 4.1) e a desigualdade de Rayleigh-Ritz, é
possivel garantir que

. P
1P| < oxp (

2w /\max n(P)

HGav

Entao, ao se aplicar a desigual de Cauchy-Schwarz (Apos—
tol, 1957) e o majorante (88) na equacdo (66), chega-se
a
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10 (D) < exp <_Mf> )

) @HH*-IHHH*I 16 (O)]]
min(P)

(38) possuem lado direito des-

(89)

Como as equagoes (36) e

1 o f - 1
continuo, o termo — tem valor pequeno, G (t,X7 ) e
w w

~ - 1
© (t,X, ) em (41) e (43), respectivamente, sdo fungoes
w

T-periédicas em £ com Gy (£) € Oay (f) exponencial estdveis,
ver desigualdades (88) e (89), invocando-se o Teorema
da Média para Sistemas Descontinuos (Plotnikov, 1980,
Theorem 2) e com auxilio da Desigualdade Triangular
Apostol (1957),

IGOI < 1@l +0 ()
IF®1 < 1@l +0 () - (o1)

Revertendo-se a escala de tempo (f = wt) e com o0s majo-
rantes (88) e (89), as desigualdades (90) e (91) tornam-se

(90)

G0l < exp (- e} [Fm=E G o)+
4o (i) , (92)
150 < exp (- S22
Vo P E o '
x I o0 ()
99
Agora, de (12),
0(t) — 6" = 6(t) + S(t), (94)

e, empregando-se o majorante (93), sua norma satisfaz
16(t) — 6" = II§( ) Sl < Hé( Ol +11S@)l
m1n m. X H* ! H*
gexp< ) V Amax(P)|| &=

2)\max(P) Amm (P)

~ 1
X ||9av(0)” + 0O (a + w) . (95)
Nota-se que a equagao (6) pode ser reescrita como
y(t) — Q"= (6(t) — 0" )TH*(6(t) — 67),  (96)

e, depois de algumas manipulagoes mateméticas utilizando
as desigualdades de Cauchy-Schwarz (Apostol, 1957), (95)
e de Young (Khalil, 2002), chega-se a

) - ') < exp (- 3D )

*—112 (13119 2
y [Amax(P)llH (I [[]]°[|av (O)] n

)\min(P)
Amax (P) | H* |1 H*[1? | 5 1
v VPRI 5, o (a4 )]+
+0 <a2 + w12> : (97)
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Portanto, definindo-se as constantes

0)\min (Q)

" D) (98)
M = | I 11, 0], (9)
iy = LI . 1, (100)

min(P)
A P2 [ (0)]2
My o Amin(P) -
o PIH 2 - 1
o I o1 (a+ w) ,
(101)

e com (92), (95) e (97), as desigualdades (76)—(78) sdo
satisfeitas.

Agora, nota-se que no instante de execucdo de um novo
evento a desigualdade (83) tonar-se

- ééfV@Qéav@ + éegv(aKTH*TPéaV(a"‘

LGN (OPH Kew(h) = - 2GL(0QCW(H,  (102)

consequentemente,

26 (D PH" Keay(t) = (1 — 0)GL (HQGa (). (103)
Logo,
eav(f) = LQO')K*HHP*QG&V({), (104)
leav ()] < LQCT)II(H*K)’IIIIIP*HIIQIIHG‘av(f)H,
(105)
leav@N (L =0)  prs py—14 p-1 . 106
1Cnl < 5 IE KPRl (106)

Invocando-se (Tabuada, 2007, Corolério IV.1), os interva-
los de tempo inter-execucao sao limitados inferiormente
pelo intervalo 7* gasto para a solugao da dinamica

do(t) _ 1

2 1
= DHAK|| + S| HA K| + — || H K ||¢2(E
7 wll |+ wH () + wll lo°(t)

CHK((1 4 20(0) + 67(7)

1

—IHK((1+6(8)%, 6(0) =0,
alcancar ¢(7*) = US2|(H*K)~1|[|P~]||Q||. Entdo, re-

solvendo o problema do valor inicial (107) usando os mé-
todos da separacao das variaveis,

w 1 d 1 H'K " dt 108
—_dé(D) = ~|H* 7,
/¢ o TR = / (108)

(107)

De fato ¢ = wt implica em 7* = w7r*, portanto, de (111), na
escala de tempo ¢, um limite inferior para a inter-execucao
7% < tpt1 — tr pode ser encontrado como

s 1 (11—l

[1H=K] 2| H*KJ|[| P + (L = o) Q]
e o comportamento de Zeno é evitado, o que completa a
prova. (Il

T (112)

4.2 Busca FExtremal baseada em Fventos com Matriz
Hessiana Desconhecida

Esta secdo assume o desconhecimento total do mapea-
mento ndo-linear (1), ou seja, tal que a matriz Hessiana
H*, o vetor otimizador #* e o parametro QQ* sao todos
parametros desconhecidos.

O Teorema 2 mostra como a matriz de eventos

; (113)

2 2
g
- B2 Inxn Onxn

v =

O7l><’n. ITLXTL

na qual o €]0,1[, pode ser empregada em malha fechada
para garantir a estabilidade assintdtica da busca extremal
baseada em eventos.

Teorema 2. Considere a dindmica média de malha fechada
da estimativa do gradiente (59) e o mecanismo execugao
por evento médio dado por (69). Suponha que as Hipéteses
(H1)—(H8) sejam satisfeitas e que a matriz Hessiana H*
seja um parametro desconhecido. Se a matriz de eventos
¥ ¢ dada por (113) e w em (35) é uma constante sufi-
cientemente grande para os pardmetros de (59), a versao
média da estimativa do gradiente, G (£), dada por (59) é
localmente exponencialmente estavel e, consequentemente,
Oav(t) converge exponencialmente para zero. Portanto,
existem constantes w* € [0, w[ e m,Mg, My, M, > 0
tal que

GOl < Mes(-m+0 (1), )
10(t) — 6*|| < Mgexp(—mt) + O (a + i) , (115)

(0-Q'| < Myexp(om) + 0 (a4 35 ) (110

nas quais a = /Y., ; a?, e as constantes Mg, My e M,
dependem da condigao inicial 0,,(0). Além do mais, existe
um limitante inferior 7* para o intervalo entre execugoes
tk+1—tx para todo k € N evitando o comportamento Zeno.

Prova. A prova do Teorema 2 segue passos similares aos
que foram dados na demonstracao do Teorema 1 e, devido
a limitagao de espago, serd oportunamente apresentada em
uma futura publicagao em periddico. O

5. RESULTADOS DE SIMULACAO

Para ilustrar as ideias principais da estratégia de Busca
Extremal baseada em Eventos empregou-se o mapa nao-

#(7")
[ 1 ] - EHH*KH [ﬂg* 7 (109) linear multivaridvel (1) com entrada 6(t) € R?, saida
1+ ¢(t) #(0) w G(t) € R, e parametros desconhecidos
1 1 1 .l 100 30
- — L||H*K |7, 110 _

T30 1t wd Kl (110) H [30 20] ’ (117)
(1 —o)]Q] = l||H*K||7*-*, (111) Q" =100 and 6" = [2 4]T. Os vetores de dither (9) e (10)
H*K[[P+ (1 -0)|Q w tém pardmetros a; = as = 0.1, w; = 0.7 [rad/sec|, e wy =
ISSN: 2175-8905 1834 DOI: 10.20906/sbai.v1i1.2815
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0.5 [rad/sec], como em Ghaffari et al. (2012), enquanto os
parametros da execucao por eventos sao o = 0.7, a = 1
e 8 = 1. A matriz de ganho do controlador é K =
1072 [85 _(; 5] e a condicdo inicial A(0) = [2.5, 5]" .
Nas Figuras 4(a) e 4(c) a estimativa do Gradiente e sua
versao amostrada mostram a convergéncia para zero de
ambas varidveis. Obviamente, a estabilizacdo do Gradiente
implica no alcance do otimizador 6*, ver Figuras 4(e)
e 4. As Figuras 4(b) e 4(d) mostram o comportamento
aperiédico de atualizagao do sinal de controle U (t).

100

— G —G(0)

0 50 100

Time [sec] Time [sec]

(a) Estimativa do Gradiente, (b) Fungdo linear por partes,

G(b). (t).
100 = = 1
—Gh(tr) —Galty) —Ui(t) —Us(t)
50 05"
0 = 0 m | R
-50 -0.5 H
-100 4 ‘
0 50 100 0 50 100
Time [sec] Time [sec]

(¢) Versdo sample-and-hold da
Estimativa do Gradiente, G(ty).

(d) Sinal de controle, U(t).

250

—yt) -y =0
200 -
o !
"y iy’
A
J ’ . A
i W WMWMWMMM 100 Y WMt
0 50 '
0 50 100 0 50 100
Time [sec] Time [sec]

(e) Entrada do
nao-linear, 6(t).

mapeamento (f) Saida do mapa néo-linear,

y(t).

Figura 4. Busca Extremal baseada em Eventos.

6. CONCLUSOES

Este artigo propoe a primeira estratégia de busca extremal
baseada em eventos para mapeamentos estaticos, nao-
lineares e multivaridveis. Utilizando uma andlise rigorosa
foram demonstradas as propriedades de estabilidade do
sistema em malha fechada e resultados de simulacao mos-
traram as vantagens do esquema proposto.
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