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Abstract: This paper deals with the recursive robust control problem for uncertain linear
discrete-time systems with time-invariant delay in the state. Uncertainties are modeled norm-
bounded and are present in parametric matrices and in weighting matrices. Applying the lifting
method, the delayed system is transformed into an augmented delay-free system. Then, the
regulator is deduced from a combination of penalty functions and the optimal solution of
regularized least-squares problems with uncertainties. The main feature of this approach is
the recursiveness established by Riccati equations, which are presented in a symmetric matrix
framework. The numerical example illustrates the performance of the proposed regulator when
compared to another approach in the literature.

Resumo: Este artigo trata o problema de controle robusto recursivo para sistemas lineares
incertos de tempo discreto com atrasos invariantes nos estados. As incertezas sdo modeladas
limitadas em norma e estao presentes nas matrizes paramétricas e nas matrizes de ponderacao.
Aplicando o método de elevagao, o sistema atrasado é transformado em um sistema aumentado
livre de atraso. Assim, o regulador é deduzido a partir da combinacdo das funcdes penalidades
com a solugao 6tima dos problemas de minimos quadrados regularizados com incertezas. A
principal caracteristica dessa abordagem ¢ a recursividade estabelecida por equagoes de Riccati,
as quais s@o apresentadas em uma arranjo matricial simétrico. O exemplo numérico ilustra o

desempenho do regulador proposto quando comparado com outra abordagem da literatura.
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1. INTRODUCAO

Sistemas lineares incertos com atrasos (SLIA) nos estados
constituem uma classe de sistemas com incertezas para-
métricas e com a dinamica futura dependendo do estado
atual e dos estados passados. Dentre os varios fatores que
podem causar atrasos em um sistema dinamico podemos
considerar a perda de dados na transferéncia de informa-
¢oes e parametros imprecisos ou desconhecidos.

O estudo de técnicas para a anélise e sintese de controlado-
res de sistemas com atrasos tem despertado uma atengao
consideravel dos pesquisadores, visto que a presenca de
incertezas paramétricas e atrasos nos estados pode afetar
as caracteristicas dindmicas dos sistemas, aumentando a
dificuldade na andlise da estabilidade e no projeto de
controladores.

Considerando esses aspectos, a maioria dos resultados
disponiveis na literatura tem utilizado técnicas baseadas
em desigualdades matriciais lineares (LMIs, do inglés Li-
near Matriz Inequalities) para deduzir controladores. Leite
et al. (2004) investigaram condigOes convexas, a partir de
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funcionais de Lyapunov-Krasovskii dependentes de para-
metros, para assegurar a existéncia do ganho de realimen-
tagao para sistemas lineares incertos com atrasos invari-
antes nos estados pertencentes a um dominio politépico.
De modo semelhante, Miranda et al. (2010) propos uma
lei de controle para sistemas sujeitos a atrasos variante e
invariante no tempo.

Por outro lado, o método de elevagdo (do inglés lifting
method) tem sido utilizado por muitos pesquisadores para
tratar sistemas com atrasos, como Gagliardi et al. (2018) e
Bortolin et al. (2018b). Este método consiste em introduzir
variaveis de estados adicionais, transformando o espago
de estados com atraso em um equivalente, sem atraso.
Bortolin et al. (2018b) aplicou esta abordagem em um
SLIA e projetou uma lei de controle por meio de uma
equagao de Riccati aumentada associada ao problema
do regulador linear quadritico (RLQ) robusto. Outras
abordagens baseadas no método de elevacao podem ser
encontradas em Xia et al. (2007); Sun and Chen (2012);
Bortolin et al. (2018a).

Cabe ressaltar que os atrasos nos estados e as incertezas
presentes no sistema dinamico nao sao os unicos distirbios
que afetam o desempenho dos reguladores. Ha ainda as
incertezas relacionadas a funcao custo, ou seja, presentes

DOI: 10.20906/sbai.v1i1.2807



Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XV Simpobsio Brasileiro de Automacao Inteligente - SBAI 2021, 17 a 20 de outubro de 2021

nas matrizes de ponderacao. Chen and Peng (1988), Kosa-
nam and Simon (2004) e Shi et al. (2007) desenvolveram
filtros de Kalman robustos sob a hipétese de matrizes de
covariancia incertas. Além disso, Shi et al. (2007) ilustrou
a aplicagao dessa teoria em situacoes praticas, como na
estimacao de estados de sensores em rede.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é propor solugoes
recursivas para o problema de reguladores robustos recur-
sivos (RRRs) com matrizes de ponderacao incertas para
sistemas sujeitos a incertezas paramétricas e atrasos nos
estados. Seguindo os resultados recentes propostos por
Bortolin et al. (2018b); Gagliardi et al. (2018), utilizamos
o método de elevagdo para reescrever o SLIA como um sis-
tema linear incerto (SLI) aumentado. Assim, o controlador
é projetado em termos de equagoes de Riccati, através da
abordagem de minimos quadrados regularizados robustos.
A principal caracteristica do RRR é propor uma solugao
recursiva que garanta a estabilidade e o desempenho na
presenca de atrasos nos estados e incertezas em todos os
parametros do sistema.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere um sistema, linear incerto com atraso no estado:
Tpt1 = (Ag + 0Ag)zk + (Adk +0Ad k)Tk—a + (Br + dBr)ug, )
Tl = (po(k‘), ke [*d, 0],
para k =0,1,..., N, com x; € R” sendo o vetor de estado
no instante k, xx_q € R™ o vetor de estado atraso de d
amostras e up € R™ a entrada de controle. O atraso d
é um inteiro positivo invariante no tempo e xp = @o(k)
denota a condigao inicial para k = —d,—d + 1,...,0. As
matrizes de pardmetros Ay, Agr € R™*™ e By, € R™™
sao conhecidas e as incertezas paramétricas 0 Ay, 0Aqx €
R™ " e By, € R"*™ sao modeladas por:
[0Ax 0Aax 0By) = Hy Ay [Ea, Ea,, Ep,],

sendo Ea,, Ea,, € R"™" e Ep, € R"™™ matrizes
conhecidas e Ap € RP*? uma matriz de contragdo com
[Ak] < 1.

Associada ao SLIA (1), considere uma fungdo custo qua-
dratica de N estagios, que envolve todas as combinagoes
dos estados atrasados, definida por:

4 d
T .
IN (k415 Thes -+ + 3 Tho—ds Uk, d) = E E (me,,P;\];’ZIN_p>+

n=0 p=0

N-1 d d
(XX (- oters+ o, 0180050 )
k=0 =

n=0 p=0

u%(Rk +6£kRkéRk)uk.>. (2)

Observe que para cada atraso o funcional quadratico
(2) apresenta diferentes matrizes de ponderagao Py’ e

Z’g, que alteram-se, respectivamente, de acordo com o0s
seguintes conjuntos:

P ._ [ PP ,p P . ()P n,p
‘@N,d = {PN,07 s 7PN,d} e Qk,d = {Qk,()v . '7Qk,d )
sendo as matrizes Py e Q' com n,p € {0,...,d} e d

um inteiro positivo, definidas tal que
J(l‘k+1, Thyo o 7xk,d,uk,d) > 0.
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: ne _ pnpT
Sem perda de generalidade, assume-se que PN7 = PN7 .

T o ,
e QY = QY . Uma contribuicdo desta abordagem ¢

considerar os pardmetros incertos dg, e dgr,, que sao
modelados limitados em normas:
5Qk - HQkAQkEQk € §Rk = HRkARkERk
com [[Ag,[[<1le|Ag| <1,

onde Hg, € R"*" e Hp, € R7%" sdo matrizes conhecidas
nao-nulas, Eqg, € R"*" Ep € RY ™ sio matrizes
conhecidas e Ag, € R™*"1 Ap, € R™*"2 s30 as matrizes
de contraca@o arbitraria com ||Ag,|| < 1e [[Ag,|| < 1.

Considera-se a seguinte lei de controle independente do
atraso para estabilizar o SLIA (1):

U = kazk, Vk Z 07 (3)

onde Ky = [Ko Ky ... Kg] € R™*" é a matriz do ganho
de realimentagao e zj é o estado aumentado relacionado a
condigao inicial zo = [0(0) o(-1) -.. gpo(—d)}T, dado por:

ZL = [:ck Th—1 «-- .Tk_d]T. (4)

Inspirado em Fridman (2014); Bortolin et al. (2018b),
o Sistema (1), com o estado aumentado (4), pode ser
reescrito como um SLI aumentado:

Zh41l = (Fk + 5Fk)zk + (Gk +(5Gk) ug, Vk >0, (5)

com as matrizes aumentadas F},, 0 F}), € R"*" e G, 6G), €
R™*™ sendo ng = dn + n, definidas por:

d—1 |
Fk = 5 Gk = |:O :|
Idn §Odn><n_ dnxm
d—1
0AL 0 0 0A ]
[IRURER d.k
§Fy = e 0G) = {053’“ ]
Odn Odnxn_ dn>m

As matrizes de parametros incertos sdo modeladas limita-
das em norma:

[0Fy 6Gx] = My Ay [Np, Ng, ], (6)
com || A || <1,
0" e R™*9, Ay = Ay € R,
d—1
/_/H,
Np, = [Ea, 00 Ey,, | € R¥*n
e Ng, := Ep, € R™*™.

Mk = [Hk 0...

De modo semelhante, a fun¢do custo quadrética (2) pode
ser reescrita em termos do SLI (5) como,

N-1

gN(Zk+17uk) = ZJI\; PN 2N + Z (Z,{ (Qk -+ Jgkgkégk) Ze+
k=0

ui (Rg + 0%, Ridw,,) Uk) (7

com as matrizes Py, Qr, Rr > 0 dadas por:
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0,0 10,1 0,d 0,0 0,1 0,d

Py” Py ... Py Qy QY - Q
1,0 pl,1 1,d 1,0 A1,1 1,d

Py” Py ... Py Q)" QY .. Qy

Py = , Q= . ) .
d,0 pd,1 d,d d,0 ~d,1 d,d

Py” Py ... Py Qp Q-+ Qy

e Ry := Ry,

e os parametros incertos definidos como

5Qk = MQk AQk NQk e 5ka = Mgzk Ag{k Ngzk,
sendo || Ag, [ <1, || Ag, | <1,
Mo, :=[Hq, Hgq, .. HQk]T € R
Nq, = Ag, € RM*",
Mg, = Hg, € R™*"2 Ag, := Ap, € R™?*"2
d—1
No, :=[Eq, Eq, - Eq, Eq,]€R""™
e NiRk = ERk € Rv2X™,

)

Portanto, o principal objetivo deste trabalho consiste em
determinar a sequéncia 6tima de controle de realimentagao
de estado U* = {ug,...,uy_;} que regula o Sistema
(1) sujeito a atraso no estado e incertezas relacionadas
as matrizes de parametros e as matrizes de ponderagao.
Assim, baseado em Sayed (2001); Cerri and Terra (2017),
propomos o seguinte problema de controle robusto:
min max Z41,U
P T IN(Zt1,uk) ®)
sujeito a zpy1 = (Fi + 0Fg)zk + (Gi + 0Gy)ug,
para todo k = 0,1,..., N, onde {zx41} := {20,...,2n} €
{uk} = {UO, . ,'U:N—l}, com 5k = {5Qk,5gzk,5Fk,5Gk}.

Observe que este problema de otimizacao difere daqueles
apresentados em Sayed (2001); Cerri and Terra (2017),
devido a presenga das incertezas presentes nas matrizes de
ponderacao, sendo esta uma contribui¢ao deste trabalho.
Nas proximas segoes, a solugao do problema de otimizagao
(8) ¢é apresentada e a otimalidade do RRR é assegurada
por sua equivaléncia com o RLQ classico.

3. MINIMOS QUADRADOS REGULARIZADOS
ROBUSTOS

Esta secao apresenta uma abordagem que auxilia na so-
lucao de problemas de otimizacao com dados sujeitos a
incertezas limitadas em norma. A solug@o consiste em
resolver um problema de minimos quadrados regularizados
robustos com restrigoes, transformando-o em um problema
irrestrito através do método de fungdo penalidade (Luen-
berger and Ye, 2008).

Considere o problema de minimizar uma varidvel z sob
a maxima influéncia das incertezas limitadas em norma
d:={dM, 0w, N, dy}, descrito pelo seguinte problema de
otimizagao restrito:
min max F(z) = Hz||?J + [(M +06M)z — (w+ §w)||%/
z

9
sujeitoa (N +dN)z=y + dy, ®)

onde M € R™* ¢ N € R'** sao matrizes conhecidas,
w € R” e y € R sdo vetores de medida, z € R® é um vetor
desconhecido, U > 0 e V > 0 sao matrizes de ponderacao
e OM,0w,0N,0y sao incertezas modeladas como
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[§M 511.)] = L1 Al [EM Ew]
[6N (Sy} = L2 AQ [EN EU]7
com L1,L5 sendo matrizes diferente de zero, /A1,/As matri-

zes de contragbes arbitrarias com ||A;]] < 1, para i = 1,2
e By, By, En,Ey sao matrizes conhecidas.

9

O problema de otimizacao restrito (9) pode ser transfor-
mado em um problema irrestrito equivalente pela aplica-
¢ao do método da funcao de penalidade, de modo que
a restricdo seja inserida na fungao objetivo por meio do
parametro de penalidade p > 0, que penaliza violagoes
desta restrigdo. Assim, para cada pu, o problema (9) pode
ser tratado pelo problema usual de minimos quadrados
regularizados incertos
frl}in max Flap) = llzullgy + (A +84) 2 — (b + 517)”?/1/“
(10)
com [514 (Sb] =HA [EA Eb] s

oM |w
e[ v Y.

_ [ow _[vo Ly 0
5b = M W, = {0 Ml], H._[O LQ],

o[ 2] o [5] + e [5).

0 Do Ey E,

onde

M
Q:=U, A:= {N

O problema (10) é solucionado iterativamente, ou seja,
para cada g > 0 de uma sequéncia monotonicamente
crescente {4y}, uma solucdo 6tima x, para (10) é obtido.
A solugao 6tima do problema restrito original (9) é obtida
quando p — —+o0o, de acordo com Luenberger and Ye
(2008). Caso contrério, z}, é uma solugdo subétima para
o problema restrito. Uma vez que, qualquer ponto limite
da sequéncia de solugoes gerada para o problema irrestrito
(10) é uma solugéo para o problema original (9), conforme
Luenberger and Ye (2008).

A solugdo para o problema de otimizagao (10) foi apre-
sentada em Sayed (2001) e redefinida em termos de um
arranjo matricial simétrico por Bortolin et al. (2018a),
conforme o Lema 1.

Lema 1. Considere os problemas de otimizacao (9) e (10).
Suponha que V ¢ definido positivo, L; e Ly sao matrizes
posto coluna completo, e a matriz [éjvz} é posto linha

N
completo, entdo as seguintes afirmagoes sdo vélidas:

(i) para cada u> 0, a solugdo 6tima xy,, e o valor minimo
da funcdo objetivo F(x},) para o problema irrestrito (10)
sao dados por:

T _
00 Q' o o 7'
z* 0 b 1
nol U (e ()
F(x},) 0 Ey 0 0 X1IEy4 E,
I, 0 I, AT ET 0 0
onde

o~

Wt = diag (V*l AL LT T J\*1L2L2T)
e \=4||diag(LTVLy, uL¥Ly)||, para algum 8 > 1;

(ii) a solugdo 6tima z* = lim,, , 4o 2}, € 0 valor minimo da
fungao objetivo F'(2*) = lim,, o F(z},) para o problema
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original restrito (9) sdo dados por

T —1

0 0 u-' o 0 0 0 I 0

0 w o vt o 0 0 M w

2] [0 gy 0 0 0 0 0 N Y
[F(z*)}_ 0 Eyu 0 0 0 0 0 Eum Ew
0 Ey 0 0 0 O 0 En Ey

I, 0 I, MT NT ET EL 0 0

4. REGULADOR ROBUSTO RECURSIVO COM
MATRIZES DE PONDERACAO INCERTAS PARA
SISTEMAS LINEARES COM ATRASOS NOS
ESTADOS

O regulador robusto recursivo proposto é deduzido de
acordo com o principio de otimizacao de Bellman, permi-
tindo que o funcional de custo quadrético (7) seja dividido
em problemas de otimizacao de um passo. Desta forma, a
programacao dinamica (Bertsekas, 1995) é aplicada para
resolvé-los em backwards fashion. Assim, em cada passo
k = N,...,0, considera-se o problema de otimizagao res-
trito (8) com o seguinte funcional de um passo:

T (Zrt1,uk) = 241 Prg12k41 + 21 (e + 5ngk5Qk)2k+
uz(iRk + 5£kka(§yk)uk (12)

A restricdo do problema min-max (8) pode ser inserida
na funcao custo (12) via método de fungao penalidade, na
qual o parametro de penalidade g > 0 penaliza qualquer
violagoes das restrigoes. Assim, para cada pu, o problema
(8) é reescrito como um problema de otimizagao irrestrito:

min - max  J,k(Zkt1,uk) (13)
Zk41,Uk Ok
com o funcional custo quadratico,
zrop1] " [Pukgr O Zk+1
~ _ |kt 1kt +
Tk (Zrg1,ur) = [ wr } [ o :Rk:| [ s ] +
0 5%, 0 T
0 0 Zk+1 _ _Ind
0 0 [ Uk } —8a,, “k
I, d —(Gk +5Gk) Fy, +0F}
R 0 O 0
0 Q9 O 0
oy (.) (14)

Observe que o problema de otimizagdo (14) é equivalente

o (10), portanto, a cada passo k, a solugao de (14) pode
ser calculada através da abordagem de minimos quadrados
regularizados robustos (Lema 1). Desta forma, no Lema 2 é

proposto a principal contribuigao deste trabalho, o regula-
dor robusto recursivo com matrizes de ponderacao incertas
para sistemas lineares sujeitos a incertezas paramétricas e
atrasos no estado.

Lema 2. Considere o problema de otimizagéo (13) com a
funcao custo quadrético (14), para p > 0 fixado. Suponha
que @®(u,B) = 0, No,,Nx,, Ng, tém posto linha completo
e zo e Py = 0 sao dados. Assim, o regulador robusto
recursivo com matrizes de ponderacao incertas para SLI
(5) é dado por:

Z;,kﬂ Ing 00 Lok
u;k = 0 [m 0 fK“’k Zky
3k 0 0 z Puk

onde, para k = N —1,...,0, a matriz do sistema em malha
fechada £, 1, o ganho de realimentagao X, i e a solucao da
equacao de Riccati P, ;. sdo dadas pelo arranjo matricial
simétrico (15).

Prova. Segue da identificagdo do problema (13) como
um caso particular do problema de minimos quadrados
regularizados robustos, ou seja, realizando as identificacoes
entre os problemas (10) e (13), temos que:

o= 1] Q= [Tt gL ] W ding(Re, 90, Q0 nl,),
k

U
0 0 0 dg, 0
1o o 1o o | =1,
A=1g9 o |"4=10 o |'b= o |*
In, —Gx 0 —6Gy, Fy
TR R A
5b= zp, H = JEx=1l0 o |,
—5a, 0 Mg, © 0N
5Fy 0 0 M, G

0

Ey, = [Ngk] 2 e A = diag(Ag,,Ag, , Ak).
N,

(16)

Portanto, aplicando o Lema 1 obtém-se a trajetéria de

estado 6tima 2, ; |, a entrada de controle uy, e a funcao

custo J7 ;. como o arranjo matricial simétrico (15). Observe
,

que a solucao é independente de <I>(ka,5\) = R;
AMzg, M%, e ®(Q,\) = Q' — AMo, ME

O préximo resultado mostra que a solugao apresentada
em um arranjo matricial simétrico no Lema 2, pode ser
reduzida a uma forma de equacao de Riccati recursiva
equivalente.

o 0o o 1" [?
. 0 0 O 0
KWC 0 0 —In, 0
?“’: “lo 0o F 0
o ng 00 In,
0 Im, O 0
Fk Gk Ind
~ 0 ~ Nz, -~ 0
Fr ~No, , Gk 0 , I+ 0
Np Ng 0

k

0 0 0 In, O 0
o 0 0 0 In 0
- —1I
0 2 0 0 0 nal (15)
0 0 S(wA) I -Gy B,
0 0 T 0 o0 0
0o -GF o o 0
<1>(u, 0 0 0
A, 0 0
, () 2 .
(1,2 0o AL, o |’
0 0 >\71[g

<I>(,u,;\) = ,u_llnd — X_leMg e = BH,uMk Mk||, para algum 8 > 1.

ISSN: 2175-8905

1776

DOI: 10.20906/sbai.v1i1.2807



Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XV Simpobsio Brasileiro de Automacao Inteligente - SBAI 2021, 17 a 20 de outubro de 2021

Teorema 1. Considere o problema de otimizagao (13). A
solugao algébrica robusta recursiva 6tima, para cada passo
k=N-—-1,...,0ecada u >0, é dada por:

~

P = Qu+ B (Bt~ B, G + GIB1,G1)
éfi)l;%)ﬁka

onde,

§k+1 = ®(pu, 5\) + ?;ij

Ry = Ri + ANE N, ,

q)(M)X) = :u_llnd - 5\_1]\4161\413—'7

~ ——1 “ ——1 -1

Fy = Fy — Gi®, ' NE, ()\Ind + Ng, Ry Ngk) Ne,.

~ —1 =1 “ ——1 -1 ——1
Ry =R, - R, N ()\Ind + Ng, R, N(T;k> Ne, R,
2) ANT T (3 ST )\ !

Qr = O +ANZ No, + NE ()Jnd + Ng, R ch) Np,.

Prova. Resulta de manipulagoes algébricas das expressoes
apresentadas em (15).

Observagao 1. A expressao algébrica apresentada no Te-
orema 1 se assemelha a forma de equagoes de Riccati
padrao. Portanto, as condigoes necessarias e suficientes
para a existéncia de solucao para o RRR com matrizes
de ponderacao incertas sao fornecidas com base no RLQ
padrdo para sistemas ndo sujeitos a incertezas [veja, por
exemplo, Lancaster and Rodman (1995)].

5. EXEMPLO NUMERICO

Nesta secao é apresentado um estudo comparativo entre
o RRR proposto e o regulador linear quadratico robusto
desenvolvido por Bortolin et al. (2018b, Lema 4.1), que
nao incorpora incertezas nas matrizes de ponderacao em
sua formulagao.

Ezemplo 1. Considere o SLIA (1) com as seguintes matri-
zes de pardmetros, adaptadas de Xu et al. (2001),

[-05 —04 [ 0,03 0,01 o
A = [ 0.2 —0,6] » Aae = {—0701 0,01} » B = H ;

Hy, = |:8721;:| ’ EAk = [0’15 071]7 EAd,k' = [0’02 0’01]

e Ep, = 0,5, Vk >0,

com a condicdo inicial ¢g(k) = [1 1}T, para todo k < 0.
As matrizes de ponderagao e as incertezas definidas em (2)
sao dadas por

Py=1, Qy=1e Ry =1,

Ho, = [P0V Eq, = (0,2 004], Hp, =01
Qr — 0’01 9 Qk—’l"[, ) ]7 Ry — Yy

e Eg, =104, Vk €0, N|,

sendo r =1 ou r = 10.

Para realizar a comparacao entre o RRR proposto e a
abordagem de Bortolin et al. (2018b, Lema 4.1), o compor-
tamento dindmico do SLIA é avaliado por uma simulagao
de 1000 Monte Carlo experimentos. Em cada experimento,
a varidvel A é selecionada aleatoriamente a partir de
uma distribuigdo uniforme no intervalo [—1,1] para cada
instante de tempo k. O desempenho dos reguladores é ava-
liado de acordo com dois casos de atraso, d = 1 e d = 10,
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no horizonte N = 35 e N = 95, respectivamente. Além
disso, assumimos dois cenarios de incertezas relacionadas
as matrizes de ponderagao, isto é, assumindo o escalar r
sendo igual a 1 ou 10.

Todas as rotinas foram executadas no software MATLAB®,
versao 9.8. (R2020a). Para a etapa de inicializacdo do
RRR, adotamos,

=10 8 =15 Q = diag(Qx,Iun) ¢ Pn = I,

Para a abordagem de Bortolin et al. (2018b), assume-se:
o = 0,5, Qk = diag(Qk,Odn) e fPN = diag([n,()dn),

e 1 é o mesmo valor adotado para o RRR. Note que deve-

se assumir um valor tendendo ao infinito para o parametro

de penalidade p, de modo que o regulador seja étimo.

Caso contrario a solugao obtida sera subdtima. Veja mais

detalhes na Secao 3 e nas referéncias de Luenberger and
Ye (2008).

Na Figura 1 é apresentado as médias das normas Euclidia-
nas dos estados regulados para as respectivas abordagens,
assumindo d = 1. Observe que com o aumento do tempo
k, os valores das médias de ||zk|| convergem & zero, inde-
pendente dos valores assumidos para as incertezas relaci-
onadas as matrizes de ponderacao. O regulador proposto
por Bortolin et al. (2018b) apresenta uma resposta mais
lenta, quando comparado com a estratégia proposta neste
artigo, que considera matrizes de ponderagao incertas.

1.5 : : :
= Bortolin et al. (2018b, Lema 4.1)

= A
g ‘1 === RRRcomr=1
© 1™ = = RRR com r =10 [
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2
S
<
> -y
(= T oo s ——
0 10 20 30 35
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Figura 1. Comparagao dos valores médios das normas dos
estados em malha fechada para d = 1.

Os ganhos de realimentacao de estado Xipr 1, Kirr 10
e X%, considerando d = 1, obtidos pelo regulador robusto
recursivo para ambos os casos r = 1 e r = 10, e
o controlador desenvolvido por Bortolin et al. (2018b),
respectivamente, sao dados por:

frra = [~0,1909 —0,0705 —0,0230 —0,0123],
Kipr10 = [~0,0308 0,0131 —0,0007 —0,0007],
e K3 = [~0,3000 —0,2000 —0,0400 —0,0200] .

As médias das normas Euclidianas das trajetérias xj ob-
tidas para cada abordagem, quando d = 10, sao apre-
sentadas na Figura 2. Observe que com o aumento do
atraso, ambos os reguladores demandaram mais iteracao
k para que os valores médios de ||| convergissem & zero.
No entanto, o desempenho do RRR ainda é mais rapido
quando comparado com a abordagem de Bortolin et al.
(2018b) para os dois cendrios de incertezas nas matrizes
de ponderagao.
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Figura 2. Comparagao dos valores médios das normas dos
estados em malha fechada para d = 10.

O tempo de CPU consumido por cada abordagem foi
medido, considerando o tempo necessario para os regula-
dores robustos recursivos determinarem o ganho 6timo K*,
quando ||Py+1 — Pwl| < 0,001. As médias desses tempos,
relativas a 100 experimentos, considerando d = 10, sao
apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1. Tempo de CPU

Reguladores
RRR Bortolin et al. (2018b, Lema 4.1)
r=1 02968 s 0.34375 5
r=10 0,3593 s

6. CONCLUSAO

O problema de controle robusto recursivo com matrizes
de ponderacao incertas, para sistemas lineares de tempo-
discreto sujeitos a incertezas paramétricas e atrasos no
estado, foi tratado neste artigo. Pela aplicagao do método
de elevagao, o SLIA foi convertido em um SLI aumen-
tado livre de atraso. Uma metodologia foi proposta para
projetar o regulador robusto recursivo para este sistema
linear aumentado, apresentado em termos de um arranjo
matricial simétrico, que é adequado para aplicacoes online.

Um exemplo numérico demonstrou a eficacia desta abor-
dagem robusta recursiva em comparagao com uma aborda-
gem que nao incorpora incertezas nas matrizes de ponde-
ragao, em sua formulagao. Desta forma, podemos concluir
que, apesar das iniimeras pesquisas envolvendo os sistemas
lineares incertos com atrasos no estado, ainda existem
questoes a serem investigadas, motivando o desenvolvi-
mento de métodos alternativos recursivos que sejam ca-
pazes de superar as diferencas entre o modelo matemético
e a planta real. Como trabalho futuro, os resultados serao
estendidos para sistemas incertos com atrasos variantes no
tempo.
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