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Abstract: This paper deals with the recursive robust control problem for uncertain linear
discrete-time systems with time-invariant delay in the state. Uncertainties are modeled norm-
bounded and are present in parametric matrices and in weighting matrices. Applying the lifting
method, the delayed system is transformed into an augmented delay-free system. Then, the
regulator is deduced from a combination of penalty functions and the optimal solution of
regularized least-squares problems with uncertainties. The main feature of this approach is
the recursiveness established by Riccati equations, which are presented in a symmetric matrix
framework. The numerical example illustrates the performance of the proposed regulator when
compared to another approach in the literature.

Resumo: Este artigo trata o problema de controle robusto recursivo para sistemas lineares
incertos de tempo discreto com atrasos invariantes nos estados. As incertezas são modeladas
limitadas em norma e estão presentes nas matrizes paramétricas e nas matrizes de ponderação.
Aplicando o método de elevação, o sistema atrasado é transformado em um sistema aumentado
livre de atraso. Assim, o regulador é deduzido a partir da combinação das funções penalidades
com a solução ótima dos problemas de mı́nimos quadrados regularizados com incertezas. A
principal caracteŕıstica dessa abordagem é a recursividade estabelecida por equações de Riccati,
as quais são apresentadas em uma arranjo matricial simétrico. O exemplo numérico ilustra o
desempenho do regulador proposto quando comparado com outra abordagem da literatura.
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1. INTRODUÇÃO

Sistemas lineares incertos com atrasos (SLIA) nos estados
constituem uma classe de sistemas com incertezas para-
métricas e com a dinâmica futura dependendo do estado
atual e dos estados passados. Dentre os vários fatores que
podem causar atrasos em um sistema dinâmico podemos
considerar a perda de dados na transferência de informa-
ções e parâmetros imprecisos ou desconhecidos.

O estudo de técnicas para a análise e śıntese de controlado-
res de sistemas com atrasos tem despertado uma atenção
considerável dos pesquisadores, visto que a presença de
incertezas paramétricas e atrasos nos estados pode afetar
as caracteŕısticas dinâmicas dos sistemas, aumentando a
dificuldade na análise da estabilidade e no projeto de
controladores.

Considerando esses aspectos, a maioria dos resultados
dispońıveis na literatura tem utilizado técnicas baseadas
em desigualdades matriciais lineares (LMIs, do inglês Li-
near Matrix Inequalities) para deduzir controladores. Leite
et al. (2004) investigaram condições convexas, a partir de

? Este trabalho foi realizado com o apoio da Coordenação de
Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior (CAPES).

funcionais de Lyapunov-Krasovskii dependentes de parâ-
metros, para assegurar a existência do ganho de realimen-
tação para sistemas lineares incertos com atrasos invari-
antes nos estados pertencentes a um domı́nio politópico.
De modo semelhante, Miranda et al. (2010) propôs uma
lei de controle para sistemas sujeitos a atrasos variante e
invariante no tempo.

Por outro lado, o método de elevação (do inglês lifting
method) tem sido utilizado por muitos pesquisadores para
tratar sistemas com atrasos, como Gagliardi et al. (2018) e
Bortolin et al. (2018b). Este método consiste em introduzir
variáveis de estados adicionais, transformando o espaço
de estados com atraso em um equivalente, sem atraso.
Bortolin et al. (2018b) aplicou esta abordagem em um
SLIA e projetou uma lei de controle por meio de uma
equação de Riccati aumentada associada ao problema
do regulador linear quadrático (RLQ) robusto. Outras
abordagens baseadas no método de elevação podem ser
encontradas em Xia et al. (2007); Sun and Chen (2012);
Bortolin et al. (2018a).

Cabe ressaltar que os atrasos nos estados e as incertezas
presentes no sistema dinâmico não são os únicos distúrbios
que afetam o desempenho dos reguladores. Há ainda as
incertezas relacionadas à função custo, ou seja, presentes
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nas matrizes de ponderação. Chen and Peng (1988), Kosa-
nam and Simon (2004) e Shi et al. (2007) desenvolveram
filtros de Kalman robustos sob a hipótese de matrizes de
covariância incertas. Além disso, Shi et al. (2007) ilustrou
a aplicação dessa teoria em situações práticas, como na
estimação de estados de sensores em rede.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é propor soluções
recursivas para o problema de reguladores robustos recur-
sivos (RRRs) com matrizes de ponderação incertas para
sistemas sujeitos a incertezas paramétricas e atrasos nos
estados. Seguindo os resultados recentes propostos por
Bortolin et al. (2018b); Gagliardi et al. (2018), utilizamos
o método de elevação para reescrever o SLIA como um sis-
tema linear incerto (SLI) aumentado. Assim, o controlador
é projetado em termos de equações de Riccati, através da
abordagem de mı́nimos quadrados regularizados robustos.
A principal caracteŕıstica do RRR é propor uma solução
recursiva que garanta a estabilidade e o desempenho na
presença de atrasos nos estados e incertezas em todos os
parâmetros do sistema.

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Considere um sistema linear incerto com atraso no estado:
xk+1 = (Ak + δAk)xk + (Ad,k + δAd,k)xk−d + (Bk + δBk)uk,

xk = ϕ0(k), k ∈ [−d, 0],
(1)

para k = 0,1, . . . , N , com xk ∈ Rn sendo o vetor de estado
no instante k, xk−d ∈ Rn o vetor de estado atraso de d
amostras e uk ∈ Rm a entrada de controle. O atraso d
é um inteiro positivo invariante no tempo e xk = ϕ0(k)
denota a condição inicial para k = −d,−d + 1, . . . , 0. As
matrizes de parâmetros Ak, Ad,k ∈ Rn×n e Bk ∈ Rn×m
são conhecidas e as incertezas paramétricas δAk, δAd,k ∈
Rn×n e δBk ∈ Rn×m são modeladas por:

[δAk δAd,k δBk] = Hk ∆k

[
EAk EAd,k EBk

]
,

sendo EAk , EAd,k ∈ Rn×n e EBk ∈ Rn×m matrizes
conhecidas e ∆k ∈ Rp×q uma matriz de contração com
‖∆k‖ ≤ 1.

Associada ao SLIA (1), considere uma função custo qua-
drática de N estágios, que envolve todas as combinações
dos estados atrasados, definida por:

JN (xk+1, xk, . . . , xk−d,uk,d) =

d∑
η=0

d∑
ρ=0

(
xTN−ηP

η,ρ
N,d

xN−ρ

)
+

N−1∑
k=0

( d∑
η=0

d∑
ρ=0

(
xTk−η(Qη,ρ

k,d
+ δTQkQ

η,ρ
k,d
δQk )xk−ρ

)
+

uTk (Rk + δTRkRkδRk )uk

)
. (2)

Observe que para cada atraso o funcional quadrático
(2) apresenta diferentes matrizes de ponderação P η,ρN,d e

Qη,ρk,d, que alteram-se, respectivamente, de acordo com os
seguintes conjuntos:

Pη,ρ
N,d := {P η,ρN,0, . . . , P

η,ρ
N,d} e Qη,ρ

k,d := {Qη,ρk,0, . . . , Q
η,ρ
k,d},

sendo as matrizes P η,ρN,d e Qη,ρk,d, com η, ρ ∈ {0, . . . , d} e d
um inteiro positivo, definidas tal que

J(xk+1, xk, . . . , xk−d,uk,d) � 0.

Sem perda de generalidade, assume-se que P η,ρN,d = P η,ρN,d
T

e Qη,ρk,d = Qη,ρk,d
T

. Uma contribuição desta abordagem é
considerar os parâmetros incertos δQk e δRk , que são
modelados limitados em normas:

δQk = HQk∆QkEQk e δRk = HRk∆RkERk
com ‖∆Qk‖ ≤ 1 e ‖∆Rk‖ ≤ 1,

onde HQk ∈ Rn×r1 e HRk ∈ Rq×r2 são matrizes conhecidas
não-nulas, EQk ∈ Rv1×n, ERk ∈ Rv2×m são matrizes
conhecidas e ∆Qk ∈ Rr1×v1 ,∆Rk ∈ Rr2×v2 são as matrizes
de contração arbitrária com ‖∆Qk‖ ≤ 1 e ‖∆Rk‖ ≤ 1.

Considera-se a seguinte lei de controle independente do
atraso para estabilizar o SLIA (1):

uk = Kkzk, ∀k ≥ 0, (3)

onde Kk = [K0 K1 . . . Kd] ∈ Rm×nd é a matriz do ganho
de realimentação e zk é o estado aumentado relacionado a
condição inicial z0 =

[
ϕ0(0) ϕ0(−1) . . . ϕ0(−d)

]T
, dado por:

zk = [xk xk−1 . . . xk−d]
T
. (4)

Inspirado em Fridman (2014); Bortolin et al. (2018b),
o Sistema (1), com o estado aumentado (4), pode ser
reescrito como um SLI aumentado:

zk+1 = (Fk + δFk) zk + (Gk + δGk)uk, ∀k ≥ 0, (5)

com as matrizes aumentadas Fk, δFk ∈ Rnd×nd eGk, δGk ∈
Rnd×m, sendo nd = dn+ n, definidas por:

Fk :=

Ak
d−1︷ ︸︸ ︷

0 · · · 0 Ad,k

Idn 0dn×n

 , Gk :=

[
Bk

0dn×m

]
,

δFk :=

 δAk
d−1︷ ︸︸ ︷

0 · · · 0 δAd,k

0dn 0dn×n

 e δGk :=

[
δBk

0dn×m

]
.

As matrizes de parâmetros incertos são modeladas limita-
das em norma:

[δFk δGk] = Mk 4k [NFk NGk ] , (6)

com ‖ 4k ‖ ≤ 1,

Mk := [Hk 0 . . . 0]
T ∈ Rnd×q, 4k = ∆k ∈ Rq×`,

NFk :=
[
EAk

d−1︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 EAd,k

]
∈ R`×nd

e NGk := EBk ∈ R`×m.

De modo semelhante, a função custo quadrática (2) pode
ser reescrita em termos do SLI (5) como,

JN (zk+1,uk) = zTN PN zN +

N−1∑
k=0

(
zTk (Qk + δTQkQkδQk ) zk+

uTk (Rk + δTRkRkδRk )uk

)
, (7)

com as matrizes PN , Qk, Rk � 0 dadas por:
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PN :=


P 0,0
N P 0,1

N . . . P 0,d
N

P 1,0
N P 1,1

N . . . P 1,d
N

...
...

. . .
...

P d,0N P d,1N . . . P d,dN

 , Qk :=


Q0,0
k

Q0,1
k

. . . Q0,d
k

Q1,0
k

Q1,1
k

. . . Q1,d
k

...
...

. . .
...

Qd,0
k

Qd,1
k

. . . Qd,d
k


e Rk := Rk,

e os parâmetros incertos definidos como

δQk = MQk 4Qk NQk e δRk = MRk 4Rk NRk ,

sendo ‖ 4Qk
‖ ≤ 1, ‖ 4Rk

‖ ≤ 1,

MQk := [HQk HQk . . . HQk ]
T ∈ Rnd×r1 ,

4Qk := ∆Qk ∈ Rr1×v1 ,
MRk := HRk ∈ Rm×r2 , 4Rk := ∆Rk ∈ Rr2×v2 ,

NQk := [EQk

d−1︷ ︸︸ ︷
EQk · · · EQk EQk ] ∈ Rv1×nd

e NRk := ERk ∈ Rv2×m.

Portanto, o principal objetivo deste trabalho consiste em
determinar a sequência ótima de controle de realimentação
de estado U∗ = {u∗0, . . . , u∗N−1} que regula o Sistema
(1) sujeito a atraso no estado e incertezas relacionadas
às matrizes de parâmetros e às matrizes de ponderação.
Assim, baseado em Sayed (2001); Cerri and Terra (2017),
propomos o seguinte problema de controle robusto:

min
{zk+1},{uk}

max
δk

JN (zk+1,uk)

sujeito a zk+1 = (Fk + δFk)zk + (Gk + δGk)uk,
(8)

para todo k = 0,1, . . . , N , onde {zk+1} := {z0, . . . , zN} e
{uk} := {u0, . . . , uN−1}, com δk := {δQk ,δRk ,δFk,δGk}.
Observe que este problema de otimização difere daqueles
apresentados em Sayed (2001); Cerri and Terra (2017),
devido a presença das incertezas presentes nas matrizes de
ponderação, sendo esta uma contribuição deste trabalho.
Nas próximas seções, a solução do problema de otimização
(8) é apresentada e a otimalidade do RRR é assegurada
por sua equivalência com o RLQ clássico.

3. MÍNIMOS QUADRADOS REGULARIZADOS
ROBUSTOS

Esta seção apresenta uma abordagem que auxilia na so-
lução de problemas de otimização com dados sujeitos a
incertezas limitadas em norma. A solução consiste em
resolver um problema de mı́nimos quadrados regularizados
robustos com restrições, transformando-o em um problema
irrestrito através do método de função penalidade (Luen-
berger and Ye, 2008).

Considere o problema de minimizar uma variável z sob
a máxima influência das incertezas limitadas em norma
δ := {δM, δw, δN, δy}, descrito pelo seguinte problema de
otimização restrito:

min
z

max
δ

F (z) = ‖z‖2U + ‖(M + δM)z − (w + δw)‖2V
sujeito a (N + δN) z = y + δy,

(9)

onde M ∈ Rr×s e N ∈ Rl×s são matrizes conhecidas,
w ∈ Rr e y ∈ Rl são vetores de medida, z ∈ Rs é um vetor
desconhecido, U � 0 e V � 0 são matrizes de ponderação
e δM,δw,δN,δy são incertezas modeladas como

[δM δw] = L1 41 [EM Ew] ,

[δN δy] = L2 42 [EN Ey] ,

com L1,L2 sendo matrizes diferente de zero, 41,42 matri-
zes de contrações arbitrárias com ‖4i‖ ≤ 1, para i = 1,2
e EM ,Ew,EN ,Ey são matrizes conhecidas.

O problema de otimização restrito (9) pode ser transfor-
mado em um problema irrestrito equivalente pela aplica-
ção do método da função de penalidade, de modo que
a restrição seja inserida na função objetivo por meio do
parâmetro de penalidade µ > 0, que penaliza violações
desta restrição. Assim, para cada µ, o problema (9) pode
ser tratado pelo problema usual de mı́nimos quadrados
regularizados incertos

min
xµ

max
δA,δb

F(xµ) = ‖xµ‖2Q + ‖(A+ δA)xµ − (b+ δb)‖2Wµ

com
[
δA δb

]
= H ∆

[
EA Eb

]
,

(10)

onde

Q := U, A :=

[
M
N

]
, δA :=

[
δM
δN

]
, b :=

[
w
y

]
,

δb :=

[
δw
δy

]
, Wµ :=

[
V 0
0 µIl

]
, H :=

[
L1 0
0 L2

]
,

∆ :=

[
41 0
0 42

]
, EA :=

[
EM
EN

]
e Eb :=

[
Ew
Ey

]
.

O problema (10) é solucionado iterativamente, ou seja,
para cada µ > 0 de uma sequência monotonicamente
crescente {µk}, uma solução ótima x∗µ para (10) é obtido.
A solução ótima do problema restrito original (9) é obtida
quando µ → +∞, de acordo com Luenberger and Ye
(2008). Caso contrário, x∗µ é uma solução subótima para
o problema restrito. Uma vez que, qualquer ponto limite
da sequência de soluções gerada para o problema irrestrito
(10) é uma solução para o problema original (9), conforme
Luenberger and Ye (2008).

A solução para o problema de otimização (10) foi apre-
sentada em Sayed (2001) e redefinida em termos de um
arranjo matricial simétrico por Bortolin et al. (2018a),
conforme o Lema 1.

Lema 1. Considere os problemas de otimização (9) e (10).
Suponha que V é definido positivo, L1 e L2 são matrizes

posto coluna completo, e a matriz
[
N
EM
EN

]
é posto linha

completo, então as seguintes afirmações são válidas:

(i) para cada µ> 0, a solução ótima x∗µ, e o valor mı́nimo
da função objetivo F(x∗µ) para o problema irrestrito (10)
são dados por:

[
x∗µ

F(x∗µ)

]
=


0 0

0 b

0 Eb
Is 0


TQ

−1 0 0 Is

0 Ŵ−1
µ 0 A

0 0 λ̂−1I EA
Is AT ETA 0


−1 0

b

Eb
0

 (11)

onde

Ŵ−1µ = diag
(
V −1 − λ̂−1L1L

T
1 , µ

−1I − λ̂−1L2L
T
2

)
e λ̂ = β ||diag(LT1 V L1, µL

T
2 L2)||, para algum β > 1;

(ii) a solução ótima z∗ = limµ→+∞ x∗µ e o valor mı́nimo da
função objetivo F (z∗) = limµ→+∞ F(x∗µ) para o problema

Sociedade Brasileira de Automática (SBA) 
XV Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente - SBAI 2021, 17 a 20 de outubro de 2021 

ISSN: 2175-8905 1775 DOI: 10.20906/sbai.v1i1.2807



original restrito (9) são dados por

[
z∗

F (z∗)

]
=


0 0
0 w
0 y
0 Ew
0 Ey
Is 0


T

U−1 0 0 0 0 Is
0 V −1 0 0 0 M
0 0 0 0 0 N
0 0 0 0 0 EM
0 0 0 0 0 EN
Is MT NT ETM ETN 0


−1

0
w
y
Ew
Ey
0

 .

4. REGULADOR ROBUSTO RECURSIVO COM
MATRIZES DE PONDERAÇÃO INCERTAS PARA

SISTEMAS LINEARES COM ATRASOS NOS
ESTADOS

O regulador robusto recursivo proposto é deduzido de
acordo com o prinćıpio de otimização de Bellman, permi-
tindo que o funcional de custo quadrático (7) seja dividido
em problemas de otimização de um passo. Desta forma, a
programação dinâmica (Bertsekas, 1995) é aplicada para
resolvê-los em backwards fashion. Assim, em cada passo
k = N, . . . , 0, considera-se o problema de otimização res-
trito (8) com o seguinte funcional de um passo:

Jk(zk+1,uk) = zTk+1Pk+1zk+1 + zTk (Qk + δTQkQkδQk)zk+

uTk (Rk + δTRkRkδRk)uk. (12)

A restrição do problema min-max (8) pode ser inserida
na função custo (12) via método de função penalidade, na
qual o parâmetro de penalidade µ > 0 penaliza qualquer
violações das restrições. Assim, para cada µ, o problema
(8) é reescrito como um problema de otimização irrestrito:

min
zk+1,uk

max
δk

Jµ,k(zk+1,uk) (13)

com o funcional custo quadrático,

Jµ,k(zk+1,uk) =

[
zk+1

uk

]T [
Pµ,k+1 0

0 Rk

] [
zk+1

uk

]
+ 0 δRk

0 0
0 0
Ind −(Gk + δGk)

 [zk+1

uk

]
−

 0
−Ind
−δQk
Fk + δFk

 zk

T

Rk 0 0 0
0 Qk 0 0
0 0 Qk 0
0 0 0 µInd

 ( • ). (14)

Observe que o problema de otimização (14) é equivalente
ao (10), portanto, a cada passo k, a solução de (14) pode
ser calculada através da abordagem de mı́nimos quadrados
regularizados robustos (Lema 1). Desta forma, no Lema 2 é

proposto a principal contribuição deste trabalho, o regula-
dor robusto recursivo com matrizes de ponderação incertas
para sistemas lineares sujeitos a incertezas paramétricas e
atrasos no estado.

Lema 2. Considere o problema de otimização (13) com a
função custo quadrático (14), para µ > 0 fixado. Suponha
que Φ(µ, β) � 0, NQk , NRk , NGk têm posto linha completo
e z0 e PN � 0 são dados. Assim, o regulador robusto
recursivo com matrizes de ponderação incertas para SLI
(5) é dado por:z∗µ,k+1

u∗µ,k
J∗µ,k

 =

Ind 0 0

0 Im 0

0 0 zk


T Lµ,kKµ,k

Pµ,k

 zk,

onde, para k = N−1, . . . ,0, a matriz do sistema em malha
fechada Lµ,k, o ganho de realimentação Kµ,k e a solução da
equação de Riccati Pµ,k são dadas pelo arranjo matricial
simétrico (15).

Prova. Segue da identificação do problema (13) como
um caso particular do problema de mı́nimos quadrados
regularizados robustos, ou seja, realizando as identificações
entre os problemas (10) e (13), temos que:

xµ=

[
zk+1

uk

]
, Q=

[
Pµ,k+1 0

0 Rk

]
, Wµ= diag(Rk,Qk,Qk, µInd ),

A =

 0 0
0 0
0 0
Ind −Gk

, δA =

0 δRk
0 0
0 0
0 −δGk

, b =

 0
−Ind

0
Fk

 zk

δb =

 0
0

−δQk
δFk

 zk, H =

MRk
0 0

0 0 0
0 MQk

0
0 0 Mk

, EA =

[
0 NRk

0 0
0 −NGk

]
,

Eb =

[
0

−NQk

NFk

]
zk e ∆ = diag(∆Rk

,∆Qk
,∆k).

(16)

Portanto, aplicando o Lema 1 obtém-se a trajetória de
estado ótima z∗µ,k+1, a entrada de controle u∗µ,k e a função

custo J∗µ,k como o arranjo matricial simétrico (15). Observe

que a solução é independente de Φ(Rk,λ̂) = R−1k −
λ̂MRkM

T
Rk

e Φ(Qk,λ̂) = Q−1k − λ̂MQkM
T
Qk

.

O próximo resultado mostra que a solução apresentada
em um arranjo matricial simétrico no Lema 2, pode ser
reduzida a uma forma de equação de Riccati recursiva
equivalente.

[
Lµ,k
Kµ,k
Pµ,k

]
=


0 0 0

0 0 0

0 0 −Ind
0 0 F̂k
Ind 0 0

0 Im 0


T 

P−1
µ,k+1

0 0 0 Ind 0

0 R−1
k

0 0 0 Im
0 0 Q−1

k
0 0 0

0 0 0 Σ(µ, λ̂) Î −Ĝk
Ind 0 0 ÎT 0 0

0 Im 0 −ĜTk 0 0


−1 

0

0

−Ind
F̂k
0

0

 , (15)

F̂k ←

 Fk
0

−NQk

NFk

, Ĝk ←

 Gk
NRk

0
NGk

, Î ←
Ind0

0
0

, Σ(µ,λ̂)←

Φ(µ,λ̂) 0 0 0

0 λ̂−1Iv2 0 0

0 0 λ̂−1Iv1 0

0 0 0 λ̂−1I`

,
Φ(µ,λ̂) := µ−1Ind − λ̂

−1MkM
T
k e λ̂ := β‖µMT

k Mk‖, para algum β > 1.
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Teorema 1. Considere o problema de otimização (13). A
solução algébrica robusta recursiva ótima, para cada passo
k = N − 1, . . . ,0 e cada µ > 0, é dada por:

Pµ,k = Q̂k + F̂Tk

(
P̂−1k+1 − P̂−1k+1Ĝk

(
Im + ĜTk P̂

−1
k+1Ĝk

)−1
×

ĜTk P̂
−1
k+1

)
F̂k,

onde,

P̂k+1 = Φ(µ, λ̂) + P−1k+1, Φ(µ,λ̂) = µ−1Ind − λ̂−1MkM
T
k ,

Rk = Rk + λ̂NT
Rk
NRk ,

F̂k = Fk −GkR
−1
k NT

Gk

(
λ̂Ind +NGkR

−1
k NT

Gk

)−1
NFk ,

R̂k = R
−1
k − R

−1
k NT

Gk

(
λ̂Ind +NGkR

−1
k NT

Gk

)−1
NGkR

−1
k ,

Q̂k = Qk+λ̂NT
Qk
NQk +NT

Fk

(
λ̂Ind +NGkR̂

−1
k NT

Gk

)−1
NFk .

Prova. Resulta de manipulações algébricas das expressões
apresentadas em (15).

Observação 1. A expressão algébrica apresentada no Te-
orema 1 se assemelha à forma de equações de Riccati
padrão. Portanto, as condições necessárias e suficientes
para a existência de solução para o RRR com matrizes
de ponderação incertas são fornecidas com base no RLQ
padrão para sistemas não sujeitos a incertezas [veja, por
exemplo, Lancaster and Rodman (1995)].

5. EXEMPLO NUMÉRICO

Nesta seção é apresentado um estudo comparativo entre
o RRR proposto e o regulador linear quadrático robusto
desenvolvido por Bortolin et al. (2018b, Lema 4.1), que
não incorpora incertezas nas matrizes de ponderação em
sua formulação.

Exemplo 1. Considere o SLIA (1) com as seguintes matri-
zes de parâmetros, adaptadas de Xu et al. (2001),

Ak =

[
−0,5 −0,4

0,2 −0,6

]
, Ad,k =

[
0,03 0,01
−0,01 0,01

]
, Bk =

[
0
1

]
,

Hk =

[
0,3
0,1

]
, EAk = [0,15 0,1] , EAd,k = [0,02 0,01]

e EBk = 0,5, ∀k ≥ 0,

com a condição inicial ϕ0(k) = [1 1]
T

, para todo k ≤ 0.

As matrizes de ponderação e as incertezas definidas em (2)
são dadas por

PN = I2, Qk = I2 e Rk = 1,

HQk =

[
0,01
0,01

]
, EQk = r [0,2 0,04] , HRk = 0,1

e ERk = r 0,4, ∀k ∈ [0, N ],

sendo r = 1 ou r = 10.

Para realizar a comparação entre o RRR proposto e a
abordagem de Bortolin et al. (2018b, Lema 4.1), o compor-
tamento dinâmico do SLIA é avaliado por uma simulação
de 1000 Monte Carlo experimentos. Em cada experimento,
a variável ∆k é selecionada aleatoriamente a partir de
uma distribuição uniforme no intervalo [−1,1] para cada
instante de tempo k. O desempenho dos reguladores é ava-
liado de acordo com dois casos de atraso, d = 1 e d = 10,

no horizonte N = 35 e N = 95, respectivamente. Além
disso, assumimos dois cenários de incertezas relacionadas
às matrizes de ponderação, isto é, assumindo o escalar r
sendo igual a 1 ou 10.

Todas as rotinas foram executadas no software MATLABr,
versão 9.8. (R2020a). Para a etapa de inicialização do
RRR, adotamos,

µ = 1010, β = 1,5, Qk = diag(Qk,Idn) e PN = Ind .

Para a abordagem de Bortolin et al. (2018b), assume-se:

α = 0,5, Qk = diag(Qk,0dn) e PN = diag(In,0dn),

e µ é o mesmo valor adotado para o RRR. Note que deve-
se assumir um valor tendendo ao infinito para o parâmetro
de penalidade µ, de modo que o regulador seja ótimo.
Caso contrário a solução obtida será subótima. Veja mais
detalhes na Seção 3 e nas referências de Luenberger and
Ye (2008).

Na Figura 1 é apresentado as médias das normas Euclidia-
nas dos estados regulados para as respectivas abordagens,
assumindo d = 1. Observe que com o aumento do tempo
k, os valores das médias de ‖xk‖ convergem à zero, inde-
pendente dos valores assumidos para as incertezas relaci-
onadas às matrizes de ponderação. O regulador proposto
por Bortolin et al. (2018b) apresenta uma resposta mais
lenta, quando comparado com a estratégia proposta neste
artigo, que considera matrizes de ponderação incertas.
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Figura 1. Comparação dos valores médios das normas dos
estados em malha fechada para d = 1.

Os ganhos de realimentação de estado K∗RRR,1, K∗RRR,10
e K∗B , considerando d = 1, obtidos pelo regulador robusto
recursivo para ambos os casos r = 1 e r = 10, e
o controlador desenvolvido por Bortolin et al. (2018b),
respectivamente, são dados por:

K∗RRR,1 = [−0,1909 −0,0705 −0,0230 −0,0123] ,

K∗RRR,10 = [−0,0308 0,0131 −0,0007 −0,0007] ,

e K∗B = [−0,3000 −0,2000 −0,0400 −0,0200] .

As médias das normas Euclidianas das trajetórias xk ob-
tidas para cada abordagem, quando d = 10, são apre-
sentadas na Figura 2. Observe que com o aumento do
atraso, ambos os reguladores demandaram mais iteração
k para que os valores médios de ‖xk‖ convergissem à zero.
No entanto, o desempenho do RRR ainda é mais rápido
quando comparado com a abordagem de Bortolin et al.
(2018b) para os dois cenários de incertezas nas matrizes
de ponderação.
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Figura 2. Comparação dos valores médios das normas dos
estados em malha fechada para d = 10.

O tempo de CPU consumido por cada abordagem foi
medido, considerando o tempo necessário para os regula-
dores robustos recursivos determinarem o ganho ótimo K∗,
quando ||PN+1 − PN || < 0,001. As médias desses tempos,
relativas a 100 experimentos, considerando d = 10, são
apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1. Tempo de CPU

Reguladores

RRR Bortolin et al. (2018b, Lema 4.1)

r = 1 0,2968 s
0,34375 s

r = 10 0,3593 s

6. CONCLUSÃO

O problema de controle robusto recursivo com matrizes
de ponderação incertas, para sistemas lineares de tempo-
discreto sujeitos a incertezas paramétricas e atrasos no
estado, foi tratado neste artigo. Pela aplicação do método
de elevação, o SLIA foi convertido em um SLI aumen-
tado livre de atraso. Uma metodologia foi proposta para
projetar o regulador robusto recursivo para este sistema
linear aumentado, apresentado em termos de um arranjo
matricial simétrico, que é adequado para aplicações online.

Um exemplo numérico demonstrou a eficácia desta abor-
dagem robusta recursiva em comparação com uma aborda-
gem que não incorpora incertezas nas matrizes de ponde-
ração, em sua formulação. Desta forma, podemos concluir
que, apesar das inúmeras pesquisas envolvendo os sistemas
lineares incertos com atrasos no estado, ainda existem
questões a serem investigadas, motivando o desenvolvi-
mento de métodos alternativos recursivos que sejam ca-
pazes de superar as diferenças entre o modelo matemático
e a planta real. Como trabalho futuro, os resultados serão
estendidos para sistemas incertos com atrasos variantes no
tempo.
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