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Abstract: This paper proposes a new approach for network-based extremum seeking with
sampled data. The controller needs to deal with the natural delay of a networked control
system, considering two sources of delay for that, in addition to the sampling interval, which
can be variable. Basically, the novelty of our result is the real-time optimization of the proposed
networked control system with time-varying delay. Simulation results illustrate the efficiency
of the proposed extremum seeking control strategy adopted on the formulated sampled-data
problem.

Resumo: Este artigo propoe uma nova abordagem para o controle extremal em rede com
dados amostrados. O controlador necessita lidar com o atraso natural de sistemas em rede,
considerando duas fontes de atraso para isso, além do intervalo de amostragem, que pode ser
variavel. Basicamente, a novidade do nosso resultado estd na otimizagao em tempo real do
sistema em rede proposto com atrasos variantes no tempo. Os resultados de simulagao ilustram
a eficiéncia da estratégia de controle adotada para o problema formulado com dados amostrados.
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1. INTRODUCAO

O controle extremal (extremum seeking - ES) é um mé-
todo para otimizagao em tempo real de um sistema de
controle para determinar e manter o extremo de uma dada
funcdo desconhecida, (Krstic, 2014). Possui aplicacdo em
situacoes que exista uma nao-linearidade no problema de
controle, e esta nao-linearidade apresenta um minimo ou
méximo. A nao-linearidade pode estar na planta ou estar
na formulagao do problema, associada ao sistema através
de uma funcao objetivo de um problema de otimizagao,
como em (Zhang, 2014). Tem se tornado um emergente
tépico de pesquisa em controle adaptativo com diversas
publicagdes nos tultimos anos, como em (Frihauf et al.,
2013), (Khong et al., 2013), (Dochain et al., 2011), (Grush-
kovskaya et al., 2018), (Ren et al., 2012), (Wang et al.,
1999).

Apesar deste fato, ndo existem trabalhos que lidam com
o problema de controle extremal em rede na presenga de
dados amostrados. Os sistemas de controle modernos ge-
ralmente empregam tecnologia digital para implementagao
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do controlador, ou seja, controle de dados amostrados. O
atraso correspondente ao controle de dados amostrados
pode ser considerado como um atraso de variagao rapida
continua por partes, (Fridman, 2014). No contexto de
sistema de controle em rede, o intervalo de amostragem
pode ser variavel.

No problema de controle proposto, apresenta-se um con-
trole extremal baseado em rede para um mapeamento esta-
tico nao-linear, com os intervalos de amostragem varidveis
no tempo, incluindo uma perturbacao senoidal ou dither
para estimar o gradiente da funcgao objetivo.

Considera-se duas fontes de atraso da rede, uma para o
controlador e outra para o atuador. Em particular, inclui-
se um detentor de ordem zero (ZOH), que transforma a
entrada de controle de tempo discreto em uma entrada de
controle continua no mapeamento nao-linear de interesse.

Prova-se a estabilidade do sistema médio, (Fridman, 2020),
garantindo a estabilidade do sistema atrasado e em rede
com dados amostrados. Através da realizacdo de simula-
¢oes, em que se considera uma planta multivaridvel estatica
e nao-linear com intervalos com amostragem periddica e
parametros desconhecidos, ilustramos a eficiéncia da es-
tratégia proposta.
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2. FORMULACAO DO CONTROLADOR

A Figura 1 apresenta um sistema de controle extremal ba-
seado em rede para um mapeamento multivaridvel estatico
nao-linear, conforme (Ariyur and Krsti¢, 2003):

QO) = Q" + 5(0() ~ ) HO®) ), (1)

onde H = HT € R™ ™ é uma matriz Hessiana, H > 0
(positivo definida), 6(t) € R™ € R™ o sinal de controle
na saida do controlador, ; € R™ o sinal de controle
amostrado, ©(t) € R™ o sinal de controle apds a conversao
digital analégico (DA) realizada pelo ZOH, y(t) € RP a
saida, y(sx) € RP a saida amostrada pelo sensor, S(t) e
M (t) sio vetores de pertubacio senoidal ou dither e G(t)
¢é chamado de estimativa do vetor gradiente.

Na Figura 1, mostra-se um diagrama de blocos que repre-
senta o controle extremal com mapeamento multivaridvel
estatico considerando o efeito de atraso provocado pelas
redes de comunicacao.

0(t) = 0(t) + S(t). (2)
23 W @(t) @ y(t) m y(bl.)

Figura 1. Esquema de busca extremal baseada em rede
com dados amostrados pela ZOH.

O termo s; denota a sequéncia de crescimento monotoni-
camente ilimitada dos instantes de amostragem, ou seja,

O0=s590 <81 <... <8 < .oy kGZJr, lim s = oo, (3)

k—too

com os intervalos de amostragem varidveis no tempo

hy = Skg+1 — Sk > 0. (4)

Existem duas fontes de atrasos da rede: sensor para o
controlador (n;°) e controlador para o atuador (ng®).
Supde-se que o sensor atue de forma orientada pelo tempo
(ou seja, a amostragem ocorre nos tempos si,k € Z1)
e que tanto o controlador quanto o atuador agem de
forma orientada por eventos (ou seja, eles respondem
instantaneamente aos dados recém-chegados), assim como
em (Fridman, 2014). Sob essas premissas, esses dois atrasos
podem ser capturados por um tnico atraso n; = (9;°) +
(ng*). Assumindo que 7y € [Pm,nMm], onde 1, € Num
denotam os limites de atraso inferior e superior dos atrasos
induzidos pela rede 7y, respectivamente. Denote por ¢, =
Sk + 1 0 tempo instantaneo de atualizacao do retentor de
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ordem zero (ZOH), finalmente a fungdo ZOH transforma a
entrada de controle de tempo discreto #, em uma entrada
de controle continua no mapeamento (1):

@(t) =0, = Q(Sk), t e [tk,tk+1], ke Z™. (5)

Por outro lado, os sistemas de controle modernos geral-
mente empregam tecnologia digital para implementacao do
controlador, ou seja, controle com dados amostrados. Nos
sistemas de dados amostrados 7, = 0, conseqiientemente,
trp = sk, e a entrada O(t) em (5) pode ser representada
como uma lei de controle atrasada

O(t) =0(ty) = 0(t — (t —tx)) = 0(t — h(t),  (6)

h(t)=t—ty, tE€ [ty tep], keZT, (7)

onde O(t—h(t)) = [01(t—h(t)),....0n(t—h(t))]T, em (K. Liu

and Xia, 2020) . Além disso, o atraso varidvel no tempo

h(t), em (K. Liu and Xia, 2020), é linear por partes,

limitado por hyy € RT , ou seja, h(t) € [0,hn], € tem
derivada temporal (t) = 1,Vt # t;, (ver Figura 2).

h(t) =t —t;

v

to=0 t ty ts te it t

Figura 2. Fungao dente de serra continua como o atraso
no tempo.

Nesse contexto, o sistema de malha fechada pode ser
tratado como um sistema de dimensao infinita em tempo
continuo sujeito a um atraso variante no tempo h(t) no
ramo de atuacgao, vide Figura 3.

A]%n w=h) o
20 0
-0 [0 0
S(t) M(t)

Figura 3. Esquema de controle extremal baseado em rede:
equivalente continuo com atrasos variantes no tempo.

Entao, a partir da Figura 3, a saida do mapeamento nao-
linear (1) pode ser reescrita como

y(t) = y(0(t — h(t)))
. %(e(t ~n(e)) — 6°)TH(O(t — h(t)) — 67).

(8)
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Definindo o erro de estimativa

6(t) = 6(t) — 67, (9)

e a estimativa de gradiente

G(t) = M(t)y(t), (10)
com vetores de perturbacgao senoidal
t t\1"
S(t) = [al Sen<w1€),...,an Sen<wn5>] (11)

a1 Qn,

(12)

com amplitudes diferentes de zero a; e parametro pequeno
€ > 0. Além disso, as frequéncias de sondagem w;’s podem
ser selecionadas como

Wi = OJ:;UJ, = [1,...,71], (13)

onde w é uma constante positiva e w, é um nimero
racional.

De (2) e (9), tem-se que

0(t) = 0(t) + S(t) + 67,

e, portanto, substituindo (14) em (8), y(t) pode ser escrito
como

(14)

Y =@+ 500 h(0) + 5 )"
x H(O(t — h(t)) + S(t — h(t)))
dy+%ﬂu—mﬂmJﬁa—Mm
+ ST(t — (n))HO(t — h(t))
+ %ST(t — h(t))HS(t — h(t))

(15)

entao, o gradiente estimado é

G(t) =M (H)Q* + %M(t)éT(t — h(t))HO(t — h(t))
M()ST (t — h(t))HO(t — h(t))

+ LMOST(E - hie) + HS( - h(o).

(16)

definindo

H(ﬁ:—MqutmmH,

- (1)

:AﬂﬂQ*+%NHUST@—h@DHS@—h@»,O&

é_ﬁ<z>ap4¢» j( >+m) (20)

A partir da derivada temporal de (9), a dindmica que
governa o 6(t), bem como (), é dada por

A1) = 0(t) = KQ(t),

sendo K < 0 uma matriz diagonal negativa definida.

(21)

O termo 9(t) em (20) é quadratico em 0(t — h(t)) e pode
ser desprezado em uma analise local. Assim, substituindo
(20) em (21) e ignorando ¥(t), chega-se a

&ﬂzA(i)ﬂpJM»+B<Z>, (22)

onde
A <Z> =KH (z) . (23)
B (2) =KJ (2) . (24)

Além disso, as matrizes variantes no tempo A (g) e B (é)
sao ambos periédicos em T com

T =21 x MMC <1) , Vie{1.2,..n) (25)
Wi
Escalonando o tempo t = Tt e denotando § = 0(Tt) =
0(t), o sistema (22) é apresentado como
_ Tt\ - T
%wﬂ:TA<;>mp4¢»+TB(;)w@.(%)

2.1 Andlise de estabilidade

Usando (17) e (18), é possivel concluir que as entradas
hij(1) de H(T) e jz (1) de J(7) sao dados por

iLij(T) _2 senw; T [Z ak sen(wkT)hk]] , (27)

i k=1
31‘(7') =
n

2 n
) * Bos ) .
i TQ"+ ]E 1 <’§ 1ak sen(wgT) k;) a; sen(w;T) | ,

— senw;
(28)
consequentemente, fLij (1) e ji(1) sdo periédicos em T, tais

que Hay = H e Jy, = 0, e todas as entradas h;; (1) e Ji(T)
sao limitadas unlformemente 7 > 0 com valores de um

1 - -
I(t) = §M(t)9T(t —h(t))HO(t — h(t)), (19) intervalo finito h”( T) € [h?;, hf‘f] e Ji(t) € [j” 2 Jis M] para
T > 7 > 1. Assim, TA(7) e TB(7) em (26) satisfazem a
a equagao (16) torna-se condicao quase periddica com
ISSN: 2175-8905 1402 DOI: 10.20906/sbai.v1i1.2750
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1 t
7/ TA( )ds_TAM+TAA( ):TKH, (29)
g t—e g

Ap = KH, o> HAA C)Ho (30)
1 t
f/ TB (f) ds = TB,, + TAB (t) -0, (31
€ Ji_e € €
t
Bw =0, AB (e) —0. (32)

Invocando o [(Fridman, 2020), Theorem 5.2 ou Apéndice
A, Teoremas A e BJ, a versao média de (26) é dada por

d%éav(t') = [TAav +TAA ( )] Oav
Tt ] (33)

[TBM, +TAB (5
:TAav é(w (i)a

para |h(t)| < h(m) e h(m) suficientemente pequeno.

Portanto, com A,, Hurwitz, a estabilidade do sistema
médio (33) garante a estabilidade do sistema atrasado (22)
e em rede com dados amostrados original.

Além disso, existe um elipséide exponencialmente atrativo
com supi>olw(t)] <A =1

= (9 c R0 < ””A) LB

2y

2.2 Modelo com atraso de saida

Convenientemente, é apresentado no Apéndice A um re-
sumo dos principais resultados de teoria da média de
sistemas com atrasos variantes no tempo de (Fridman,
2020).

Uma vez que a planta é um mapeamento estdtico nao-
linear sujeito ao mesmo atraso nos canais de entrada, o
atraso de entrada pode tratar como um simples atraso
de saida (Oliveira et al., 2017), conforme apresentado na
Figura 4.

e[| e
h(t)
0(t)
(- Oy 0] .
T T
S(t) M)

Figura 4. Esquema de busca extremal baseado em rede
equivalente continuo com atrasos de saida.
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3. RESULTADOS DA SIMULACAO

Para destacar as ideias principais da estratégia de controle
extremal baseada em rede proposta, o mapeamento nao-
linear multivaridvel (1) tem entrada O(t) € R2, saida
y(t) € R, e parametros desconhecidos

30 20"
Q" =100 ¢ 6* =[2 4

" {100 30} T )
"

O controle extremal baseado em rede na Figura 1 pode ser
visto, por exemplo, como um sistema de dados amostrados
com amostragem periddica hyr = 0,4 [seg] e tratado como
um sistema de tempo continuo com um atraso variavel no
tempo aplicado a entrada da planta, conforme apresentado
na Figura 3.

O atraso varidvel no tempo é h(t) =t — ty,Vt € [ti, ti +
hat|, e os vetores de dither possuem parametros a; = az =
0,1, wy = 0,7[rad/s|, wa = 0,5[rad/seg] e e = 0,1.

7.5 0}

A matriz de ganho de controle K = 102 [ 0 —75

condicio inicial é 6(0) = [2,5 5]T.

A Figura 5 mostra a convergéncia do sinal de controle
0(t) para uma vizinhanca do valor do otimizador 6* em
aproximadamente 60 segundos.

6

—0.(t) —05(t) 67 0

0 20 40 60 80
Tempo [S]

Figura 5. Vetor de controle 0(t).

A Figura 6 mostra a convergéncia da entrada da planta
©(t) para uma vizinhanga do valor do otimizador ©* em
cerca de 60 segundos.

Consequentemente, a safda y(t) atinge a vizinhanga do
minimo desejado Q* enquanto a estimativa do gradiente
G(t) se aproxima da origem, veja a Figura 7 e a Figura 8.

A Figura 9 ilustra o atraso variante no tempo h(t) equiva-
lente.
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O1(t)

20

40 60 80

Tempo [s]

Figura 6. Entrada da planta O(¢).

250

200 |

150 |

100

\—;—y@)ffiy*=:Q*

50
0

Figura 7. Saida y(t).

40 60

80

100

Figura 8. Gradiente estimado G(t).
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Figura 9. Atraso variante no tempo h(t).

4. CONCLUSAO

Um controlador extremal em rede com dados amostrados
foi originalmente proposto para uma planta multivaridvel
estatica e nao-linear com intervalos de amostragem va-
ridveis. A estratégia utilizada permite alcangar a conver-
géncia em tempo finito a uma vizinhanca do valor 6timo
desconhecido.

Consequentemente, a abordagem resultante garante con-
vergéncia da saida do sistema controlado para uma
pequena vizinhanca do extremo (méximo ou minimo).
Usando a estratégia de controle extremal baseada em rede
com dados amostrados e a estimativa do gradiente se
aproxima da origem.

Conclui-se que é possivel realizar controle extremal em um
sistema em rede com dados amostrados, conforme simula-
¢ao apresentada, permitindo-se ampliar os estudos neste
ramo como forma de aprimorar as técnicas de controle
extremal.
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Apéndice A. TEORIA DA MEDIA DE SISTEMAS
COM ATRASOS VARIANTES NO TEMPO

Considere o sistema de variagdo rapida com um atraso
variante no tempo h(t):

#(t) = A (Z) 2(t) + Ag (z) w(t—h(t), t>0, (A1)

onde z(t) € R", A, Aq : [0,00) — R™*™ sdo continuos por
partes e € > 0 é um parametro pequeno. O atraso h(t)
deve ser limitado

0 <h(t) < hy (A.2)

e de variagdo rapida (sem qualquer restri¢ao na derivada
de atraso). A condigdo inicial do sistema (A.1) é dada por
z(0) = ¢(8),0 € [—ha, 0] com ¢ € C[—ha, 0]

As seguintes hipdteses sao consideradas para o sistema:

(H1) Existe 7y > 1 tal que

i/tt A(z)ds:A,w—&-AA(z),

—€

. . (A.3)
[|AA (5) || <o, Vg >7

com uma matriz constante Hurwitz A,, e uma constante
pequena o suficiente o > 0.

(H2) Todas as entradas a,(7) de A(7) s@o uniformemente
limitadas para 7 > 0 com os valores de alguns intervalos
finitos ag, (1) € [az},a%] para 7 > 71 > 1.

Sob (H2), A(7) pode ser apresentado como uma combina-
¢ao convexa das matrizes constantes A; com as entradas
ay,, ou a%:
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N
A(r) = Zfi(T)Ai, Vr>m > 1,
=t (A.4)

2

N
fi20, > fi=1, 1<N<2v
=1

m _ M
Observe que f; # 0. Para constantes a,, tem-se afl, = aj; .

(H3) Existe 7 > 1 tal que (A.3) é vélida e

t
1\/ Ad (f) ds = Adau + AAd <t> 5
€ Ji—e 9 9

t t (A.5)
A4, () I<os vism,
£ 13

onde o4 > 0 é uma constante suficientemente pequena.
Além disso, a matriz Ag, + Agar € Hurwitz.

(H4) Considere que (H2) seja mantida e que todas as
entradas aqk, (7) de A4(7) sejam uniformemente limitadas
para 7 > 0 com os valores de alguns intervalos finitos
adko(7) € [aT,,all | para T > 7 > 1.

De (H4), (A.5) é verificada e A4(7) pode ser apresentada

como uma combinac¢do convexa das matrizes constantes
. m M .

Ag; com as entradas alj;, ou ay,:

Na
Ag(r) = Zfdg(T)Adj, Vr>1 > 1,
=1
’ Ny (A.6)
f=>0, Y fy=1 1<Ng<27.
j=1

m _ M
Para uma constante aqy,, tem-se gty = Al -

A partir de (A.4) e (A.6), o sistema

H(t) = [A(w +AA (2)} x(t) — /OlA (:: - 9) (A7)

¢
- / &(s)dsde,
t—ef

pode ser reescrito como

(0 = [Aw+ A+ 24 (4) + 80 (1) | a0
_ /01 A (i _ 9) /t;ex'(s)dsdH
- /O A (z 9> /t :emse) #(s)dsdo.

Teorema A Suponha que (H3) e (H4) sejam satisfeitas.
Dadas as matrizes Agy,Adqv, 4; (1 = 1,...,N),Ag; (j =
1,...,Ng4) e constantes ¢ > 0,04 > 0,0 > 0,e* >
0 e hps > 0, existem matrizes P > 0,R > 0,H; > 0 (i =
1,...,N),Qj >0 (j = 1,...,Nd),51 > 0,R;y >0, U e
escalares A > 0, Ay > 0 que satisfazem as seguintes LMIs:

[Rl U (A.9)
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[Q @ij

X @2] <0, i=1,..,N, j=1,.Ns  (A.10)

A matriz Q é simétrica composta por

Qll :P(Aav + Adm;) + (Aav + Adav)TP+

1
2aP + \o?I,, + A\goal, + S; — TeQQhMR17
M

Q12 = - (Aav + Adav)TP - 2O£P7
Qg = — Qo3 = —P[A1,...,AN],
Qg =g = oy = —Qog = P,

1
Q5 =056 = mem}m (R, - U),

1
QO _ 20¢hMU
16 TM@ )
Q7 = — Qo7 = —P[Aq1,...,Aan, ],

4 «
Qoo = — 76_20(6 R+ 2aP,
3

. 1 1
Q33 = — 26_2a6 dzag |:*H1,...7*HN:| :
fl fl
Q44 = - )\Ina

1
Q55 =—e*"™ (2R, —U - UT),
har

1
Qg = — €2ahMS1 _ 762ahMR17 (A.ll)
hor
2a(e*+hn) 15 1 1
Q77 = —2e Mdiag | = Q1y- 7 QN |
fi fi

Qgg = — Aalp,

e outros blocos sao matrizes zero com f(i = 1,...,N) e
f;lkj(j = 1,..., Ng) definido por:

1
5*/ Ofi(r—6)do < fr, ¥Vr>m, (A.12)
0

1
h
/O (04 har) fa, VT >11+ g (A.13)

Ver AT A,
O(v+2)n,n
VerATAL VAT A, |

ONa+2)nn ONa+2)nn

O = —diag(A1,A2),
AM=R+Hi+..+Hy)+ (Q1+ ... + Qn,,
Ao =R+2(Q1 + ... + Qn,),

Vha AT Ay

®ij = 0(N+2)n,n

(A.14)

Entdo, o sistema (A.1) é exponencialmente estdvel com
uma taxa de decaimento « para todos € € [0,e*] e h(t) €
[0,h0r], 0 que significa que existe My > 0 de modo que
para todo ¢ € [0,e*],h(t) € [0,hn] as solugdes de (A.1)
inicializadas por ¢ € C[—hs,0] satisfazem

()" < Moe™**[|gl[¢, vt >0. (A.15)

ISSN: 2175-8905

1406

Além disso, se as LMIs (A.9) e (A.10) forem satisfeitas
com « = 0, entdo o sistema (A.1) é exponencialmente
estdvel com uma taxa de decaimento pequena o suficiente
a = o > 0 para todo € € [0,¢*] e h(t) € [0,hr].

Podemos estender ainda mais esses resultados para uma
analise ISS do sistema perturbado

#(t) = A (z) +A, (2) 2(t—h(t))+ B (i) w(t), t>0.
(A.16)

(H5) Todas as entradas b, (7) de B(7) sdo uniformemente
limitadas para 7 > 0 com os valores de alguns intervalos
finitos by, (7) € b7, bM] para 7 > 71 > 1.

Aqui, B(7) é tratado como uma matriz de politopo varidvel
no tempo. Sob (H5), B(7) pode ser apresentado como uma
combinagao convexa das matrizes constantes B; com as
entradas b7, ou bil .

N
B(r)=Y fi(r)Bi, Vr>m>1,
=1

N
fiz0, > =1 1<N< 2w (A.17)
=1

Teorema B Suponha que (H5) e (H4) sejam verificadas.
Dadas as matrizes Aqy, Adav, 4i (1 = 1,...,N),Agj (j =
1,...; Ng),B; (I =1,...;,N), e constantes o > 0,04 > 0, >
0,e* > 0 e hp > 0, existem matrizes (n x n), P > 0,R >
0,H; > 0 (Z = 1,...7N),Qj > 0 (j = 1,...7Nd)7S1 >

0,Ry > 0,U eescalares A > 0,A\y >0eb, >0({ =0,...,N)
que satisfazem (A.9) e as seguintes LMIs:

QO & _

{ ¢12] Out| <0, i=1,..N, j=1..N
* ¢22 SV, =LV, )= 1,0V,
*

o, (A.18)

l=1,..N

com

S T
(1’12 = [P —-P On,(N+Nd+4)n} [Bl B]V On,nw]7

_ Oy
Giﬂ B Oan,n O]Vnw,n ’
VerBI Ay VerBEA,
(A.19)
onde ®o5 é dado por
I o (I) élQa
(I) - |:>k 922:| ’
(A.20)

B3 =[P —P Op ity  [Bi o Onmal,
ézg = —d’iag[bljnw,...,bNInw,bO_[TLw}

e ® é a matriz simétrica composta de (A.11), e 6,5, 05.
AjeAs sdo dados por (A.14). Entdo, o sistema (A.16) é
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ISS para todo € € (0,e*] e h(t) € [0, hps], significando que
existe My > 0 tal que para todo e € (0,£*], h(t) € [0, hps] e
w(t) essencialmente e localmente limitado, as solucgoes do
sistema (A.16) inicializado por ¢ € C[hyy, 0] satisfaz

2y
(A.21)

bo + ... + by
|I(t)|2 < M06720‘t|:1:(())|2+ |:M062at+01\[:|

com |z(0)|? alterado por ¢Z2. Além disso, dado A > 0, o
elipsdéide T dado por

Y= |zeR":|z|*< N A2

bo 4 ... + by ] (A22)

2y

é exponencialmente atraente (o que significa que z(t) se
aproxima de T para t — oo com uma taxa de decaimento
a para todo ¢ € Clh ) e w(t) essencialmente limitado com
supi>o|w(t)] < A. Além disso, se as LMIs (A.9) e (A.18)
sao factiveis com a = 0, entdo o sistema (A.16) é ISS para
todo € € (0,e*] e (A.10) com |x(0)]?* alterado por ||||?
e mantido com uma taxa de decaimento suficientemente
pequena o = o > 0, para todo € € (0,e*] e h(t) € [0, hps].
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