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Abstract: The aim of this work is to investigate the problem of PI (Proportional-Integral)
control design for linear systems using robust stability analysis conditions. Assuming that the
proportional and integral gains are confined into limited intervals, a condition for closed-loop
stability is formulated in terms of a matrix with two uncertain parameters. Using robust stability
analysis jointly with domain partitioning techniques, a synthesis procedure that provides a family
of stabilizing gains is proposed, also qualifying the gains in terms of some performance criterion
and identifying regions of instability. The accuracy of the technique can be arbitrarily adjusted,
demanding proportional computational effort. Numerical experiments based on a practical model
illustrate the resuls, exploring different techniques for stability analysis (LMIs and Hurwitz
determinant) and semidefinite program solvers.

Resumo: O objetivo deste trabalho é investigar o problema de projeto de controladores PI
(Proporcional-Integral) para sistemas lineares utilizando condigdes de anélise de estabilidade
robusta. Considerando que os ganhos proporcional e integral estao confinados em faixas
limitadas, uma condicdo para a estabilidade do sistema em malha fechada é formulada em
termos de uma matriz com dois parametros incertos. Utilizando condi¢bes de andlise de
estabilidade robusta conjuntamente com técnicas de particionamento de dominios, propoe-se
um procedimento de sintese que fornece uma familia de ganhos estabilizantes, além de qualificar
os ganhos em termos de algum critério de desempenho e identificar regioes de instabilidade. A
acuracia da técnica pode ser ajustada de maneira arbitraria, demandando esforgo computacional
proporcional. Experimentos numéricos baseados em um modelo pratico ilustram os resultados,
explorando diferentes técnicas de andlise de estabilidade (LMIs e determinante de Hurwitz) e
resolvedores de programagao semidefinida.

Keywords: PI control; robust stability analysis; Hurwitz determinant, H., norm; linear matrix
inequalities.
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1. INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, diversos procedimentos de otimiza-
cao foram sendo incorporados ao estudo de sistemas dina-
micos, provendo condigoes de analise e de sintese baseadas
em programacao matematica. Em particular, destacam-se
os métodos de programagao convexa, como, por exemplo,
a programacao semidefinida expressa em termos de de-
sigualdades matriciais lineares (em inglés, Linear Matriz
Inequalities — LMIs) (Boyd et al., 1994; Palhares and
Gongalves, 2007; Oliveira and Peres, 2010). Nesse contexto
as formulacoes analiticas dos problemas deixam de ser
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o foco das pesquisas, e procura-se expressar as solucoes
(controladores, filtros, critérios de desempenho, etc.) em
termos das varidveis de um problema de otimizagao.

No contexto de andlise de estabilidade robusta, impor-
tantes contribuigoes foram obtidas por meio da teoria de
estabilidade de Lyapunov. Gragas aos algoritmos de pontos
interiores (Nesterov and Nemirovskii, 1994), capazes de
resolver problemas de programacao semidefinida (LMIs)
em tempo polinomial (Gahinet et al., 1995; Sturm, 1999),
as condigoes baseadas na existéncia de funcoes de Lya-
punov puderam ser resolvidas de forma eficiente (Boyd
et al., 1994), atraindo um grande esforgo de pesquisa para a
area. Depois da estabilidade quadrética, surgiram métodos
baseados em fungoes de Lyapunov dependentes de parame-
tros, primeiro com dependéncia linear nos parametros e a
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seguir polinomial de grau genérico (Bliman, 2004; Chesi
et al., 2005; Oliveira and Peres, 2007). Neste dltimo caso é
possivel provar que se o sistema for robustamente estével,
as condigoes (formuladas em termos de LMIs) sempre for-
necem uma solugao factivel para um grau suficientemente
grande da aproximagao polinomial. Também destacam-
se nesse contexto as técnicas de sub-particionamento do
dominio incerto, que permitem a construgao de testes
conclusivos de estabilidade (Gongalves et al., 2006) e cdm-
puto de critérios de desempenho com precisao arbitraria
(Gongalves et al., 2007).

Por outro lado, o sucesso alcangado pelas condi¢oes de
andlise nao pode ser observado na mesma proporgao nas
condigoes de sintese. De fato, técnicas de controle sao mais
dificeis de serem traduzidas em termos de programacao
convexa sem a imposi¢ao de restrigoes, tanto nos dados
do modelo quanto na formulacdo do problema de otimi-
zagao. Essas restrigdoes costumam ser fontes de conserva-
dorismo, que impedem a obtengdo de controladores (ou
filtros) com desempenho 6timo. Nesse contexto destaca-
se a dificuldade de computar controladores de baixa or-
dem, como os controladores Proporcional-Integral (PI) ou
Proporcional-Integral-Derivativo (PID), muito utilizados

na préatica (Astr'dm and Higglund, 1995) e que continuam
sendo estudados com demandas cada vez mais exigentes de
robustez e desempenho (Ho et al., 1995; Takahashi et al.,
1997; Zheng et al., 2002). Particularmente sobre o controle
PID utilizando a norma H ., como critério de desempenho,
destacam-se, entre outros, Ge et al. (2002); Saeki (2006);
Rosinové and Vesely (2007).

O propdsito deste artigo é utilizar técnicas de andlise
de estabilidade robusta de sistemas lineares com para-
metros incertos para calcular ganhos associados a um
controlador PI de modo a estabilizar e garantir algum
critério de desempenho para o sistema. Considerando uma
faixa limitada de valores para os ganhos proporcional
e integral, e reescrevendo o sistema em malha fechada
como uma matriz incerta em que os ganhos sao os pa-
rametros desconhecidos, formula-se a busca dos ganhos
como um problema de estabilidade robusta. Utilizando
condigoes de estabilidade robusta para sistemas incertos
e um procedimento de subdivisao recursiva do dominio,
determinam-se regioes estaveis dentro do dominio incerto
(caso existam) associadas aos ganhos do controle. Além
disso, as regioes estaveis podem ser qualificadas em termos
de algum critério de desempenho, como por exemplo um
limitante superior para a taxa de decaimento do sistema
(associada ao autovalor de maior parte real), ou em termos
de alguma norma, como as normas Hs e Ho,. A vantagem
do técnica proposta é que a acuracia dos resultados é
arbitraria, sendo vinculada a granularidade especificada
para a subdivisao do dominio incerto. Quanto menor a
granularidade, maior a precisao e o esforgo computacional
demandado pelo método. A técnica é ilustrada por meio
de exemplos numéricos de controle PI de um emulador
industrial.

2. PRELIMINARES

Considere um sistema linear a tempo continuo de uma
entrada e uma saida na forma
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i = Az + Bu,
o M)

y=Cx

emque x € R™ u € R ey € R sao respectivamente o vetor

de estados, entrada de controle e saida medida. As matrizes

AeR™™  BeR"™ e (e R™™ sio conhecidas.

O objetivo deste trabalho é fornecer um procedimento de
sintese para a lei de controle na forma U(s) = K(s)Y (s)
(com U(s) e Y(s) sendo as transformadas de Laplace de
u(t) e y(t), respectivamente) em que K(s) é uma funcao
de transferéncia dada por

ki

s

com ky, k; € R. Essa lei de controle é conhecida como
PI e uma realizacao de estados possivel para a funcao de
transferéncia K(s) é dada por

Te = Acxc + ch» (2)
u=Cex.+ D.y
com Ac. =0, B. =1, C. =k; e D, = k,. A dindmica de
malha fechada pode ser representada na forma
- A+BD.C BC.| . _ |=x
| BC AT T a.

e a matriz dindmica em (3) pode ser reescrita como

A 0 0B BC 0
Aky k) = [Bcc AJ + & [0 0} +kp[ 0 0
= Ao+ kiAy + ky Ay

em que Ag, A; e Ay sdo matrizes conhecidas. Caso o in-
teresse seja projetar um controlador apenas proporcional,
entdo deve ser escolhido Ag = A, A; = 0e Ay = BC (a
equacdo (2) reduz-se a v = D.y, D, = k). Considerando
que os ganhos k, e k; estao confinados a faixas limitadas
na forma

K(s) =k, +

(3)

} (4)

a<hk,<a b<hk<D

A(kp,k;) pode ser considerada uma matriz com incerteza
afim (ou hiperretangular) (Boyd et al., 1994). Inicialmente
o objetivo é determinar regides retangulares estéveis (to-
dos os autovalores de A(k,.k;) possuem parte real nega-
tiva) dentro dos dominios de k; e k,, sendo que as dimen-
soes minimas dos retangulos sao especificadas a priori. Por
exemplo, considere k, € [1 2] e k; € [1 2] com 0,1 para
a menor granularidade dos dois parametros. A Figura 1
ilustra uma situacao em que existem valores de k; e k, que
estabilizam o sistema (retdngulos em azul). Nesse caso, sao
duas regioes disjuntas. A regido de estabilidade poderia ser
mais refinada com menores valores para a granularidade
minima, exigindo uma maior complexidade computacional
para ser determinada.

3. METODOLOGIA DE SOLUCAO

A técnica de sintese consiste basicamente na aplicagao de
condicgoes de estabilidade robusta no dominio incerto. Caso
o teste de estabilidade forneca uma solucgao afirmativa, en-
tao a regiao retangular considerada é estével, isto é, todos
os valores de k; e k, pertencentes ao retdngulo correspon-
dente sao estabilizantes. Caso contrério, divide-se a regiao
retangular, por exemplo, em quatro subregides (também
retangulares). Aplica-se o mesmo procedimento em cada
uma das quatro subregides e prossegue-se subdividindo
as regioes em que o teste de estabilidade falha até que
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Figura 1. Regido de estabilidade (retangulos azuis) da
matriz A(kp,k;) em fungdo dos pardmetros k, € [a, @]

e k; € [b,b].

seja encontrada uma regido garantidamente instdvel (um
dos vértices do retangulo é instdvel) ou até a granulari-
dade minima pré-especificada ser atingida. Como resultado
espera-se uma malha em que os retangulos estaveis estejam
identificados, como no exemplo da Figura 1.

A condigao de estabilidade robusta é baseada na solugao
das desigualdades de Lyapunov

Ak k)T P(kpki) + P(kp,ki) A(kpki) < 0, P(ky,k;) >0

em que P(kp.k;) é a matriz de Lyapunov, por exemplo,
dependendo de maneira afim dos parametros k; e k. Nesse
caso as desigualdades possuem dependéncia quadratica nos
parametros k; e k;,, e requerem procedimentos de relaxacao
para serem testadas (ndo basta testar os vértices do
dominio incerto). Neste trabalho utilizam-se as relaxagoes
propostas em Oliveira and Peres (2007).

Como uma alternativa, também é possivel obter uma
condicao de estabilidade robusta baseada no determinante
de Hurwitz (Gantmacher, 1959), que resulta no teste
de positividade de polinémios escalares e pode ser mais
eficiente do ponto de vista computacional. Os dois métodos
de estabilidade apresentados sdo apenas suficientes e, por
essa razao, o procedimento de subdivisao de dominio é
de suma importancia para a obtencao de um algoritmo
conclusivo, isto é, que encontre as regides estdveis (se
existirem), ou que afirme que nao existem regioes estdveis
(considerando a granularidade minima assumida). Note
que uma deficiéncia da técnica baseada no determinante
de Hurwitz em relacao as desigualdades de Lyapunov é a
inviabilidade de extensao para tratar parametros variantes
no tempo.

Como uma contribui¢ao adicional, propoe-se uma qualifi-
cacao das regioes estdveis, garantindo um certo de nivel
de desempenho para o sistema em malha fechada. Por
exemplo, certifica-se um limitante superior para a taxa de
decaimento das trajetérias do sistema dentro do retangulo.
Nesse caso, é necessario computar o menor valor de v > 0
tal que as desigualdades P(k,,k;) >0 e
A(kpaki)TP(kpvki) + P(kpvkl)A(kPakl) < 77P(kpaki)

sejam verificadas. O valor v/2 é um limitante superior
para a taxa de decaimento, e pode ser utilizado como um

critério de desempenho dos ganhos associados ao retangulo
correspondente.
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Um segundo critério investigado neste trabalho é dado
pela norma H., que pode ser interpretada como o pico
do diagrama de moédulo de Bode de sistemas de uma
entrada e uma saida, isto é, a maior amplificagao que um
sinal senoidal pode receber ao ser aplicado na entrada
do sistema. Em projetos de controle, a norma H., ¢é
comumente utilizada como um critério de desempenho que
garante um limitante para a influéncia de perturbacoes
externas na dinamica da planta. Considere o sistema linear

= Az + Bu+ By,w
z=C,z+ D,u+ D, ,w
y = Cyx + Dy,w
em que w € R™ é uma entrada exdgena e z € R? é a saida

controlada. Essa planta conectada com o controlador PI
dado em (2) possui a seguinte dindmica de malha fechada

'% = 1401'f + Bclw (5)
z=CuyZ + Dyw

em que
A, _ [A+BD.C BC. B — [Bu+ BDDyy
o = B.C A, | PaT B.D,,,

Ce =[C:+ D.D.C D.C.], Dei =D+ D:DcDyy)

Um custo garantido para a norma H., do sistema (5)
pode ser computado por meio da solugao das seguintes
desigualdades: P = PT >0 e
AP+ PA,+CLCy PBy+ CLD, <0
* Dz;Dcl — 2T

Essa ultima desigualdade é conhecida como Bounded Real
Lemmoa e, se satisfeita, garante que A, é Hurwitz e que ~y é
um custo garantido H., para o sistema (5). Para que o mé-
todo proposto possa ser aplicado, as matrizes A.;, By, Co
e D sao decompostas como em (4), isto é, evidenciando
kp e k; como os parametros incertos, considerando a matriz
P(kp,k;) também dependente de pardmetros, utilizando a
extensao do Bounded Real Lemma para sistemas incertos.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO

O pseudocddigo de um algoritmo de estabilizacao com
controle PI que garante um certo nivel de desempenho para
o sistema em malha fechada é apresentado no Algoritmo 1,
principal contribuicao deste trabalho.

Os parametros de entrada do algoritmo sao: as matrizes
do sistema, as faixas (valores minimos e méximos) dos
parametros k, e k;, as dreas minimas a partir das quais nao
ocorrem mais particionamentos, o critério de desempenho
(foram implementados taxa de decaimento e norma Ho),
método e parametro de tolerancia para o desempenho
relativo dos vértices.

Com relagao as areas minimas de particionamentos, vi-
sando oferecer um maior controle ao usudrio, é definida
uma area minima para as regioes estaveis e outra para
as regioes instaveis. O objetivo de definir uma &rea mi-
nima para as regides estdveis é viabilizar um refinamento
maior do critério de desempenho escolhido. Com relagao
as regioes instaveis, a drea minima permite a identificacao
de mais regioes estaveis, pois a tinica maneira de realizar
essa tarefa é fazendo mais particionamentos do dominio.
Ressalte-se que a diminuigao dessas areas minimas pode
gerar um grande impacto no tempo computacional do
método.
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Algoritmo 1 Controle PI.

1: Fungao: controlePI

2: Entradas: matrizes do sistema, faixas de k, e k;; areas
minimas; método para calculo; critério de desempenho;
desempenho relativo dos vértices;

3: Saidas: intervalos de estabilidade; desempenho dos
intervalos; tempo de cdlculo; niimero de iteragoes;

4: Avalia intervalos de kj, e k;;

5: Se estavel Entao

6: Se (desempenho relativo dos vértices for insufici-
ente & drea maior que a minima) Entao

7 Dividir a regiao em quatro;

8: Fazer uma nova chamada da fungao para cada
particao nova;

9: Senao

10: Armagzenar intervalo e critério de desempenho
associado;

11: Fim Se

12: Fim Se

13: Se instavel Entao

14: Se area menor que a minima Entao

15: Dividir a regiao em quatro;

16: Fazer uma nova chamada da funcao para cada
particao nova;

17: Senao

18: Armazenar intervalo e critério de desempenho
associado;

19: Fim Se

20: Fim Se

Como métodos, se for investigada a taxa de decaimento,
pode-se usar um problema de autovalor generalizado (do
inglés, Generalized Figenvalue Problem — GEVP), bis-
secao na varidvel v e LMIs, ou ainda determinantes de
Hurwitz (realizando uma adaptagio da técnica para poder
incluir a taxa de decaimento no teste de estabilidade). A
principal vantagem do determinante de Hurwitz é que nao
é necessario recorrer a programacao semidefinida, que em
geral é mais custosa computacionalmente.

No caso da norma H.,, empregam-se LMIs e a minimi-
zagdo do limitante da norma. A fim de evitar a resolugéo
das LMIs para a norma H., nos intervalos instaveis, foi
acrescentada uma verificacao dos autovalores nos vértices
do retangulo, sendo possivel concluir sobre a instabilidade
sem resolver as LMIs (poupando esforgo computacional)
caso pelo menos um dos vértices tenha um autovalor com
parte real maior ou igual a zero.

Para aumentar o controle sobre a evolugao do algoritmo,
define-se um parametro que pode interromper o processo
de subdivisao mesmo que a area minima de particiona-
mento (nas regides estdveis) nao tenha sido atingida. Pri-
meiramente avalia-se a diferenga relativa entre o desempe-
nho computado nos vértices e o desempenho computado
para o retangulo associado (em geral, apenas um limitante
superior). Se a diferenca relativa for menor que um certo
limiar pré-especificado (denominado desempenho relativo
dos vértices), entao interrompe-se o particionamento.

Com relagao aos parametros de saida, um dos principais
é uma lista dos intervalos detectados como estaveis e ins-
taveis. Cada intervalo é informado pelos valores minimos
e maximos de k, e k; e, no caso dos intervalos estéveis,
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um valor bem alto é atribuido & norma H., (por exemplo,
10), pois ndo é possivel computar a norma para intervalos
instaveis. O algoritmo também fornece como pardmetros
de saida o tempo de calculo e o nimero de iteracoes
realizadas.

O algoritmo é adaptével para buscar por ganhos que sao
apenas estabilizantes, sem critério de desempenho asso-
ciado, podendo nesse caso ser utilizado como uma etapa
inicial para métodos de controle iterativos, que minimizam
algum custo ou que impoem uma estrutura especifica para
o controlador, e que precisam de ganhos estabilizantes ini-
ciais. B importante salientar que a vantagem de trabalhar
apenas com estabilizagao é a maior velocidade do método,
que em geral demanda cédlculos menos complexos quando
comparados aos associados a critérios de desempenho.

Como comentdrio final, note que a busca pelos valores de
k, e k; dentro de faixas pré-especificadas poderia ser rea-
lizada por meio de um procedimento de grid. Isto é, testa-
se um conjunto de pares de valores (k;,k,) e determina-
se a maior taxa de decaimento ou a menor norma H...
Embora esse procedimento seja simples de implementar, a
precisao do resultado depende da granularidade do grid,
que é inversamente proporcional ao tempo computacional
demandado. Por outro lado, o algoritmo proposto, mesmo
com precisoes elevadas, pode requerer um tempo compu-
tacional menor para convergir, pois explora a regiao de
busca de um modo inteligente. Além disso, o procedimento
baseado em grid esta limitado ao tratamento de sistemas
precisamente conhecidos, ao contrario da técnica proposta,
que pode ser estendida para trabalhar com sistemas incer-
tos e variantes no tempo.

5. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Os experimentos apresentados na sequéncia foram realiza-
dos em um computador pessoal com processador Intel(R)
Core(TM) i5-4210U CPU @ 1.70GHz 2.40 GHz, 4,0 GB de
memoria RAM, Windows 10, Matlab versao R2017a. Para
a taxa de decaimento, o método GEVP foi testado por
meio do comando gevp do LMI Control Toolbox (Gahinet
et al., 1995). A bissegdo foi implementada utilizando o
solver Mosek (Andersen and Andersen, 2000), que possui
uma funcionalidade especifica para esse fim. Nesse caso
a declaracdo das LMIs foi realizada com o auxilio do
parser ROLMIP (Agulhari et al., 2019), que trabalha con-
juntamente com o parser YALMIP (Léfberg, 2004). Com
relagdo a norma H., duas implementacoes foram feitas. A
primeira utiliza a fungdo mincx do LMI Control Toolbox
e a segunda o parser ROLMIP (Agulhari et al., 2019) e
o resolvedor Mosek. A matriz de Lyapunov P(k,,k;) foi
considerada com dependéncia afim em &, e k;.

O problema de controle investigado é o controle PI de um
modelo de Emulador Industrial (mostrado na Figura 2),
cujas matrizes da representagdo de estados (1) sdo dadas
por

0 1 0 0
A |k TG e/ TG kgt TGO
0 0 0 1

kg:t/Je 0 —k/J, —ca/ Ty

B=1[0 knw/J; 00", C=1[0010]
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Figura 2. Emulador Industrial, Modelo 205 da Educational
Control Products (ECP) (ECP, 2000).

Tabela 1. Regites estaveis com as 5 maiores
diferencas entre os valores de ~ calculados
pelos métodos GEVP e bissecao.

Bissecao GEVP

(Tempo: 106,66 s) (Tempo: 5896,60 s )

regides [ki; kp|, v regides [ki; kpl, v
[—0,2188 —0,1875] [—0,2188 —0,1875]
|—0,1875 —0,1563]’ —0,1553 |—0,1875 —0,1563]’ —0,1536
[—0,1250 —0,0938] [—0,1250 —0,0938]
|—0,1250 —0,0938]’ —0,2129 |—0,1250 —0,0938]’ —0,2139
[—0,5000 —0,4375] [—0,5000 —0,4375]
| —0,4375 —0,3750]" —0,0234 | —0,4375 —0,3750]° —0,0244
[—0,5000 —0,4688] [—0,5000 —0,46885]
| —0,4688 —0,4375]’ —0,0391 | —0,4688 —0,4375 |’ —0,0400
[—0,1250 —0,0625] [—0,12507 —0,0625]
|—0,3750 —0,3125]" —0,1660 | —0,3750 —0,3125]° —0,1668

e os parametros: Jg; = 4,07 x 107* kgm? (momento de
inércia do disco de atuacio), Jy = 6,25 x 1073 kgm?
(momento de inércia do disco de carga), m,,; = 4 X 0,5 kg
(massa total sobre o disco de carga), 7,; = 0,1 m (distancia
das massas ao centro do disco de carga), r., = 0,025 m
(raio das massas sobre o disco de carga), J, = Ja +
Mt (r, + 12,,/2) kgm? (momento de inércia total no
disco de carga), J, = 7,8 x 107° kgm? (momento de
inércia do pino SR), g, = 4, g. = 2 (relagao de velocidades
4:1), k = 8,45 N rd (constante elastica da correia flexivel),
khw = 5,76 (ganho de hardware), ¢; = 7,38 x 1074,
c2 = 5,0 x 1072 N m/rad (coeficientes de atrito viscoso
nos discos) e Ji = Jy+ J,(g.) "2 (inércia total no disco de
atuagao).

O primeiro teste realizado é a aplicacdo do Algoritmo 1
considerando k, € [-0,5 0] e k; € [—0,5 0], drea minima
igual a 0,001 (regides estdveis e instdveis) e 10% para o
desempenho relativo dos vértices. O algoritmo é executado
para dois métodos de célculo da taxa de decaimento,
GEVP e bissecao. Os dois métodos fornecem resultados
similares, com 46 retangulos estaveis e 111 retangulos
instaveis.

A Tabela 1 mostra as regides estdveis com as 5 maiores
diferencas entre os valores de « calculados pelos dois mé-
todos, sendo que a maior diferenca foi de 0,0017, demons-
trando que a acuricia dos dois métodos é muito similar.
Por outro lado, os dois métodos demandaram um esforco
computacional muito discrepante, pois o método GEVP
levou 55 vezes mais tempo que o método da bissecao. O re-
sultado evidencia que a rotina de bissecao interna utilizada
pelo Mosek permite computar a taxa de decaimento de
forma bem mais eficiente. A Figura 3 mostra os resultados
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Figura 3. Regioes de estabilidade do Emulador em funcao
de kp € [-0,5 0] e k; € [-0,5 0] utilizando a bissegao
e a taxa de decaimento como critério de desempenho.

obtidos com bissecao (a mesma figura seria obtida com os
resultados do GEVP em termos das cores). As regides na
cor azul escura sao as capazes de fornecer as maiores taxas
de decaimento, isto é, uma convergéncia mais acelerada das
trajetorias para a origem. Observe que existem retangulos
maiores na parte central inferior do grafico, indicando que
nessa regiao o valor da taxa de decaimento dos retangulos
estd préximo (em termos relativos) da taxa de decaimento
dos vértices dos respectivos retangulos e, por essa razao,
o procedimento de subdivisao nao produz um refinamento
maior nessas areas. Finalmente, note que a representacao
de estados (3) néo admite A(kp,k;) estével com k; nulo.
Por essa razao, era esperado que os retangulos com pelo
menos um vértices com k; = 0 seriam instaveis.

O algoritmo também foi aplicado utilizando a norma H .,
como critério de desempenho, considerando B,,=0,1B,
C.=C e D,=D,,=Dy,=0, e os resultados sao apresen-
tados nas Figuras 4 e 5. Note que os gréficos apresentados
podem ajudar o projetista a encontrar ganhos PI que for-
necam o melhor compromisso entre taxa de decaimento das
trajetérias e rejeicao de distiirbios. Para isso basta escolher
as regioes que tenham em comum a cor azul escura.

Foram obtidos 49 retangulos estdveis e 111 retangulos
instaveis em um tempo de 10,59 segundos com 213 ite-
ragoes quando se utiliza o Mosek para resolver as LMIs,
e 46 intervalos estaveis e 129 intervalos instdveis em um
tempo de 303,79 segundos com 233 iteragoes quando as
LMIs sao resolvidas com a fung¢ao mincx. Observa-se que
o Mosek obteve as mesmas regides estaveis tanto para a
taxa de decaimento quanto para a norma H.., enquanto a
fungao mincx precisou de um tempo maior para resolver as
LMIs e encontrou um nimero menor de intervalos estaveis.
Uma explicacdo para esse fato é que para regides com
autovalores no semiplano esquerdo, mas muito préximos
do eixo imaginario, o calculo da norma H., por meio de
LMIs comega a apresentar instabilidade numérica, eventu-
almente nao sendo capaz de computar a norma em regioes
estaveis. Esse comportamento depende das caracteristicas
do método de ponto interior utilizado para resolver as
LMIs. Com base nos resultados obtidos para esse exemplo,
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Figura 4. Regides de estabilidade do Emulador em funcao
de k, € [-0,50] e k; € [—0,5 0] utilizando o resolvedor
Mosek e a norma H., como critério de desempenho.
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Figura 5. Regites de estabilidade do Emulador em funcao
de k, € [-0,5 0] e k; € [-0,5 0] utilizando a fungao
mincx e a norma H., como critério de desempenho.

pode-se afirmar que bisse¢ao fornece uma implementacao
mais acurada. Para ilustrar os resultados, duas regioes
sao selecionas para realizar uma simulagao temporal. A
primeira é a melhor regiao encontrada pelo algoritmo, dada
por

k; € [-0,0625 —0,0312], k, € [—0,3438 —0,3125] (6)

com custo garantido dado por v = 3,9765 (a Figura 6
mostra o diagrama de Bode do sistema controlado para
diversos valores de k; e k, nas faixas dadas em (6), ilus-
trando a validade do custo garantido computado). Arbi-
trariamente, escolhem-se os limitantes inferiores dos dois
intervalos, isto ¢, k; = —0,0625 e k, = —0,3438. A segunda
regidao escolhida é dada por k; € [—0,3750 —0,2500] e
k, € [-0,5000 —0,3750], que possui um custo garantido
~v = 19,2622 (aproximadamente cinco vezes maior). Tam-
bém escolhem-se arbitrariamente os limites inferiores das
faixas, isto é, k; = —0,3750 e k, = —0,5000. O sinal de per-
turbagao w(t) = 0,1exp(—0,5¢)sen(30t) ¢ utilizado para
realizar a simulagdo. A Figura 7 mostra a saida z(¢) do
sistema controlado pelos dois pares de ganhos selecionados,
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Figura 6. Diagrama de Bode do Emulador em malha
fechada para diversos valores de k; e k;, na regiao dada
em (6).
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Figura 7. Resposta do sistema Emulador para dois contro-
ladores PI e w(t) = 0,1 exp(—0,5t)sen(30t) para dois
controladores Pls.

ilustrando a maior atenuagéo de ruidos w(t) na saida z(t)
proporcionada pelo par (k;; k) = (0,0625; —0,3438).

Como experimento final, o algoritmo que trata apenas a
estabilizacao foi aplicado, considerando dois métodos de
estabilidade robusta: determinante de Hurwitz e LMIs.
Com objetivo de aumentar o nimero de iteragoes e assim
proporcionar uma melhor avaliacao da eficiéncia dos méto-
dos em cendrios que demandam uma maior complexidade
numérica, trés valores diferentes sao considerados para
as areas minimas, em particular para a area minima nas
regioes instaveis: 0,09, 0,05 e 0,005. Os menores valores da
area minima certamente demandam um maior nimero de
subdivisoes nos retangulos que em principio sao instaveis,
aumentando o nimero de iteragoes.

Os resultados, apresentados na Tabela 2, mostram que
o método baseado no determinante de Hurwitz é mais
eficiente, sendo 1,8 vez mais répido (em média) que a
bisse¢ao com LMIs, merecendo ser mais profundamente
investigado, principalmente por se adaptar melhor a im-
plementacoes de computagao paralela.
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Tabela 2. Resultados obtidos para os ganhos
estabilizantes do Emulador com k, € [-1 1] e

k; € [-11].
método | drea min. | tempo (s) | it. ) faixas [k;; kp]
oo | mas |w | om0 0
uwies | 005 | 9319 s | [ T0RT0 TR0
0,005 344,20 | 698 _:gﬁg;‘g :8:323
0,09 60,58 85 —
Bissecéo 0,05 146.95 | 185 ::8:§;§8 :8:;?88:
0,005 652,93 | 698 _:gﬁgzg :gjﬁgg_

6. CONCLUSAO

Este trabalho propos um procedimento de sintese de con-
troladores PI para sistemas lineares. A partir de limitantes
para os ganhos integral e proporcional e de uma precisao
pré-especificados, a técnica é capaz de encontrar um con-
trolador estabilizante ou concluir que tal controlador nao
existe. Além disso, o método também pode tratar critérios
de desempenho como a taxa de decaimento e a norma Ho,
como ilustrado neste trabalho.

A metodologia proposta pode ser estendida para tratar o
projeto de controlares PID, ou incluir nos modelos line-
ares parametros incertos, demandando porém uma maior
complexidade computacional para realizar a subdivisao do
espago parameétrico.
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