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Abstract— This paper presents the Luenberger’s state observer design problem applied to continuous-time

systems whose measured output is sampled in time. To solve this problem, a continuous-time structure for
the state observer is considered in the context of the minimization of a performance index which leads to the
evaluation of the Ha and Hoo norm. The hybrid approach together with a two-point boundary value problem is
the main key to obtain sufficient convex conditions expressed through LMIs (Linear Matrix Inequalities) for the
observer design problem. Finally, a numerical example is presented to illustrate the results.
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Resumo— Este artigo apresenta o problema de projeto de um observador de estados de Luenberger aplicado
a sistemas continuos cuja saida medida é amostrada no tempo. Para resolver este problema, é considerada
uma estrutura a tempo continuo para o observador de estados no contexto da minimizagdo de um indice de
desempenho que leva ao calculo das normas Ha e Hoo. A abordagem hibrida em conjunto com um problema de
duas condigbes de contorno é a chave principal para obtermos condigoes convexas suficientes expressas através de

LMIs (Linear Matriz Inequalities) para o problema de projeto do observador. Finalmente, um exemplo numérico

é apresentado para ilustrar os resultados.

Palavras-chave—

1 Introdugao

No contexto dos sistemas amostrados, o uso de sis-
temas hibridos (Goebel et al., 2009) tem se mos-
trado eficiente e com relativa simplicidade mate-
matica para o tratamento de problemas de oti-
mizagao baseados em normas, como é o caso das
normas Hs e Hoo. Na literatura, alguns traba-
lhos tém explorado este aspecto, principalmente
no que se refere ao projeto de controladores por
realimentacao de estados. Neste sentido, a refe-
réncia Souza, Vital and Geromel (2014) apresenta
o projeto de controladores 6timos para sistemas
hibridos nos contextos das normas Hs e Hoo, Cu-
jos resultados sao obtidos através de LMIs. Re-
sultado similar, adaptado para os sistemas lineares
com saltos markovianos, é apresentado em Gabriel
(2016). Em Gongalves et al. (2019), é apresen-
tada a resolucao de problemas baseados em DL-
MIs (Differential Linear Matriz Inequalities), re-
sultantes da otimizagao de sistemas hibridos nos
contextos da minimizacao das normas Hs € Heo
através de LMIs. Em Gabriel and Geromel (2018)
e Gabriel and Geromel (2021), s@o apresentadas
extensoes deste problema no contexto de sistemas
nao lineares e de controle baseado na norma Hs.

Os trabalhos acima mencionados tratam de
controle por realimentagao de estados, e por con-
sequéncia, pressupoem que os estados podem ser
perfeitamente medidos, uma hipdtese que nem
sempre ¢ satisfeita. Este fato torna evidente a im-
portancia de trabalhos como o de Geromel et al.
(2019), no qual o controle étimo de sistemas amos-
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trados é analisado sob a perspectiva da realimen-
tagao dinamica de saida escrita na forma de equa-
¢ao a diferencas. Nesta tultima referéncia, a abor-
dagem hibrida evidencia a referida simplicidade
matematica no tratamento de problemas de con-
trole 6timo. Neste contexto, os autores utilizam
as normas Ho e Hoo do sistema em malha fechada
como critérios de desempenho para os projetos,
considerando que a lei de controle é amostrada.
Sua aplicagao, de fato, tem relevancia impar no
contexto de controle digital.

E importante observar que controladores ana-
l6gicos sao ainda preferidos em certas plantas cri-
ticas, dado que nao sao facilmente reconfiguraveis
e que, por este motivo, garantem certa robustez
ao sistema (Hewitson, 2010). Por outro lado, seja
para fins de monitoramento, ou para que a reali-
mentacao de estados possa ser aplicada na pratica,
é necessario o acesso a todos os estados do sis-
tema. Como dito anteriormente, esses nem sem-
pre podem ser facilmente medidos; sua medigao
pode ser muito custosa; ou os estados nem mesmo
representam variaveis fisicas. Devido a isto, faz-se
necessario o estudo e projeto de dispositivos que
possam fornecer estimagcoes dos estados nao me-
didos, tais como observadores e/ou filtros. Além
disso, em um contexto de monitoramento, o uso
de observadores se mostra util para prognostico e
deteccao de falhas, como apresentado em Morais
(2006), que o utiliza no contexto de falhas apre-
sentadas em um brago robdtico.

Ainda no ambito dos observadores a tempo
continuo escritos na forma de sistemas hibridos,
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em Souza, Fioravanti and Geromel (2014), é apre-
sentado o projeto de um filtro sub-étimo que mi-
nimiza a norma Hy do erro de estimacao através
de condigoes LMIs. Sob a éptica da discretizagao
do sistema dinamico e do sistema do observador,
em Lee et al. (2003) é apresentado o projeto de
um observador de estados baseado na norma H.,
através de condicoes LMIs suficientes, em que ne-
nhuma amostragem é considerada no sinal do ob-
servador, apenas no sinal de controle. Em Pertew
et al. (2006) a norma H., é otimizada conside-
rando uma abordagem em que o sinal medido do
sistema é amostrado, utilizando para isso uma mo-
dificacao da técnica de lifting aplicada ao sistema
e ao observador. Em nenhum dos trabalhos ante-
riores sao considerados ruidos continuos e discre-
tos como em Geromel et al. (2019). Além disso,
nos dois ultimos trabalhos, a discretizacao do sis-
tema original implica na necessidade de manipular
a exponencial da matriz dinamica do sistema no
calculo da norma. Por outro lado, de acordo com
o conhecimento dos autores, nao ha na literatura
atual resultados para o projeto de observadores de
estado baseados na otimizacao da norma H., se-
gundo uma descricao de sistemas hibridos e com
condigoes convexas baseadas em LMIs.

Dessa forma, enumeramos abaixo as contri-
buicoes deste artigo:

e Novas condicoes para o projeto de observado-
res de estado de sistemas amostrados, através
de condigoes convexas escritas na forma de
DLMIs que estabilizam o erro de estimacao e
garantem limitantes superiores para a norma
Hoo do erro através da abordagem hibrida,
considerando também a presenca de perturba-
coes continuas e discretas, como em Geromel
et al. (2019).

e A apresentacao de um framework unificado
que permite obter condi¢oes de projeto de ob-
servadores de estados baseados na norma Ho
do erro a partir da formulacao do problema

Hoo-

Para isso, o desafio é reescrever o conjunto
sistema-observador através de uma formulacao hi-
brida de forma a obter, através de transformacoes
simples, condi¢oes convexas que possam ser facil-
mente resolvidas pelos softwares dedicados a reso-
lucado de LMIs. Ao final, um exemplo numérico é
apresentado para ilustrar os resultados.

Notagao: M’ é o transposto de um vetor ou
matriz real M e tr(M) corresponde ao trago da
matriz quadrada M. Para uma matriz quadrada
simétrica M, M > O0(M > 0) indica que M §é
(semi-)definida positiva e e indica cada um dos
seus blocos simétricos. O simbolo He(N) corres-
ponde & soma simétrica N + N’. Para um sinal
w, continuo no tempo, [[well3 = [;° wiw.dt e Lo
representa o conjunto dos sinais continuos tais que
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|lwel|3 < co. Da mesma forma, para wy discreto
no tempo, |lwql|3 = Y pe, whwa e £o representa o
conjunto dos sinais discretos tais que [Jwg||3 < oo.
Um sinal discreto wy calculado em 5 é represen-
tado por wgy[k], enquanto que um sinal w, conti-
nuo calculado em ¢, é representado por w.(tx). N,
R e Ry sao respectivamente os conjuntos dos nu-
meros naturais, dos nimeros reais e dos nimeros
reais nao negativos.

2 Discussao Preliminar

Seja o sistema LIT (Linear e Invariante no Tempo)
representado no espaco de estados por

=

evoluindo em ¢t € R, a partir de um estado ini-
cial z(07) = xy. Para este sistema, z(t) € R" é o
estado, w.(t) € R™ ¢é a entrada exdgena continua
no tempo e y(t) € RP representa sua saida me-
dida. As matrizes do modelo possuem dimensoes
compativeis.

Desejamos projetar um observador de Luen-
berger com representagao no espaco de estados

dada por
[ 2(t)=Az(t) + Le(t)
o={ shzeni)

onde Z(t) € R™ é o estado do observador e g(t) €
RP, a sua saida. O observador evolui no tempo
t € R, a partir de uma condicao inicial nula
Z(07) = &9 = 0. O sinal de e(t) = &(ty), para
todo t € [tg,tr+1), é 0 sinal constante por partes
que alimenta a dinamica do observador com infor-
magoes do sistema. Como de costume, este sinal
é expresso através do erro entre as saidas medidas
do observador e do sistema e sobre ele incide uma
perturbagao discreta wy[k] € R™. Assim,

Az (t) + Eowe(t) (1)

(2)

e(t) = 9(tx) — y(t) + Eqwqlk — 1] (3)

para todo t € [tg,tr4+1) e todo k € N, com
wgq[—1] = 0. A sequéncia de instantes de amos-
tragem {ty bren € tal que tp41 — t, =T > 0, com
to = 0, e, portanto, t; — co quando k — oo.
Definimos a varidvel de erro de estimacao

e(t) = &(t) — (t)

com dinamica descrita por

(4)

é(t) = Ae(t) + Le(t) — Ecw,(t) (5)
evoluindo a partir de e(07) = eg. O sinal Le(t)
carrega os saltos que ocorrem no sistema devido
ao processo de amostragem. Como o usual nos
problemas de observacao de estados, definimos a
saida estimada z(t) = C,(&(t) — x(t)). Reescre-
vendo o sistema acima como funcao da varidvel
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estendida (1) = [e(t)’ e(t)'L']" e na forma de
um sistema hibrido equivalente, temos

E(t) = FE®) + Joaw(t)
() = HE(L,) + Jawalk — 1]
z(t) = G &(t)

H = (6)

vélido para todo t € [tg,tx+1) e para todo k € N,
evoluindo a partir das condicoes iniciais dadas. As
matrizes de H sao

i o
g

0 0
cl I
{5 e,

Considerando a discussao apresentada em Ge-
romel et al. (2019), o célculo das normas Hs e Ho
pode ser resolvido de forma unificada através do
problema definido como

0

G- LE,

| @

P (€(0)) 203 =2 (Jlwell3 + llwall3)

(8)
para condicdo inicial 2 e ¥? dados. De fato, para
condigao inicial nula, zg = 0, o problema de oti-
mizagao Heo pode ser obtido pela minimizagao de
72 com p,(0) < 0. Por outro lado, a escolha de
7% = +oo impde, em (8), que w, =0 e wg =0, e
portanto ps(£(0)) = ||z]|3. De forma equivalente,
de acordo com Colaneri et al. (1997), aplicando-se
entradas impulsivas correspondendo a condigoes
iniciais em cada um dos r. + r4 canais de w. e wy,
o computo de Z;g” poo(&(0)) fornece a norma
Ho de (6).

E interessante notar que para o sistema hi-
brido H, o valor exato de p~(£(0)), pode ser cal-
culado utilizando o resultado em Geromel et al.
(2019), sumarizado no préximo Teorema.

sup
Wwe €L, wq €Ll

Teorema 1 Dados T € Ry, v?> € Ry e condicdes
iniciais £(0) dados, o sistema hibrido (6) ¢ as-
sintoticamente estdvel e a funcdo p,(£(0)) de (8)
possui limitante superior definido por

Py (€(0)) < £(0) P(0)£(0) (9)
se e somente se existirem matrizes P(t) > 0, para
todo t € [0,T] tal que v*I > J,P(0)Jq, que satis-
facam a DLMI

P+FP+PF+G.G. e

<
J.P —2I| = 0 (10)
sujeita a condi¢cao de contorno
P(T) > H (P(0)™' =y 2J,05) ' H  (11)

Prova: A prova deste Teorema encontra-se em Ge-
romel et al. (2019). O
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E importante notar que o método para a obtencao
da solucao da DLMI (10) é idéntico ao apresentado
em Gongalves et al. (2019), podendo, para isso,
ser utilizada qualquer ferramenta de resolucao de
LMI disponivel na literatura. Ainda de Geromel
et al. (2019), a solugao de (10) pode ser escrita na
forma

P(ty) > " TPt )ef T

t
N / k+1 eF/(T_tk)G;GZGF(T_tk)dT

tk

(12)

[EN]

+72 / " (=) P(7). 1 JLP(r)eF ) dr
tr

o que evidencia, em vista de (11), o fato de o es-

tado estimado convergir para o estado real de (1)

sempre que Hef” for Schur estével.

No contexto do cdlculo de norma de (6) para
um ganho conhecido do observador L, o problema
acima definido é convexo e de facil solu¢do. A par-
tir do Teorema 1, o problema (8) pode ser reescrito
como

inf
weEL2,wa €L

{¢0rPEX© : (10) -1} (13)

para T > 0 e 72 dados, sendo este um problema
de otimizagdo definido para todo t € [tg,tr41) €
todo k € N. O computo da norma Ho pode ser
obtido, dada a discussao em (8), como

Tet+Td

Z Poo (5] (0))

Te Td
<Y € JLH'P(0)H e + Y € J4P(0)Jae;
j=1 i=1

<tr(J.P(T)J.) + tr(J,P(0)Jq) (14)

onde e; corresponde a j-ésima coluna da matriz
identidade de dimensao r., e; corresponde a i-
ésima coluna da matriz identidade de dimensao rg4
e o resultado de (9) foi utilizado. Assim, o calculo
da norma H, pode ser reescrito como

inf {tr(J;P(T)JC) +tr(JLP(0)J,)

P(t)>0
(10) - (1)} (15)

quando tomamos y? = oo, dado T > 0. Analoga-
mente, o problema de calculo da norma H., pode
ser definido como
inf
¥2,P(t)>0

{72 : (10) — (11)}

dado T > 0, em que ¥? passa a ser uma variavel
do problema.

Por outro lado, o projeto de um observador
de estados para o sistema hibrido em (6) nao é de
solucao trivial, uma vez que as matrizes H e Jy
dependem do ganho L a ser projetado, e portanto
existem produtos de varidveis em (11). Na pré-
xima sec¢ao, é apresentada uma solugao sub-étima
para este problema.

(16)
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3 Resultado Principal

Nesta secao, vamos considerar o sistema hibrido H
definido em (6) com as matrizes do sistema obede-
cendo a estrutura especial definida em (7). Dado
o resultado apresentado no Teorema 1, podemos
estabelecer condigoes para o projeto de um ob-
servador de estados por meio de uma formulagao
simples expressa através de DLMI. O proximo te-
orema apresenta o resultado principal deste tra-
balho.

Teorema 2 Seja T > 0, um periodo de amostra-
gem constante e v > 0 dados. Caso existam
matrizes definidas positivas P(t) € R**2" para
todo t € [0,T), bem como matrizes G; € R"*",
Gy € R™*™ e G3 € R™™" tais que

o[z

Gy Ca (17)

eY € R"*P  que satisfacam a DLMI em (10) para
todo t € [0,T), com condigdes de contorno

P(T) ° °
G+ YCy 0
[ v 0} He(G)— P(0) o | >0
0 [E;Y’ Eéyl] 72]

(18)

entao, considerando que L = Gle, o problema
(13) € factivel.

Prova: Dado (18), nota-se que He(G) — P(0) > 0,
o que implica que G possui posto completo. Além
disso, temos que He(G3) — P22(0) > 0, em que
P55(0) representa o elemento da segunda coluna
e segunda linha de P(0), e, portanto, G3 é inver-
sivel. Desta forma, definindo Y = G3L, pode-se
reescrever (18) como

P(T) ° °
G1+G3LC’y 0
{Gg—ngLC’y o} He(G) —P(0) o
0 (EJL'GYy  ELL'GH] A2
P(T) ° °
= | GH He(G)—P(0) o | >0. (19)

0 JLG ~2I
Considerando a abordagem introduzida em de
Oliveira et al. (1999), temos que GP(0)"'G’" >

He(G) — P(0) de forma que

P(T) ° °
GH GP(0)~'¢& >0 (20)
0 JLG V2T

¢é satisfeita. Portanto, multiplicando-se a condi-
¢ao (20) pela esquerda por diag(I,G~1, 1) e pela
direita, por sua transposta, bem como utilizando
o complemento de Schur na matriz resultante em
relagdo a terceira linha e terceira coluna e, em
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seguida, em relagao a segunda linha e segunda co-
luna, implica que (11) é satisfeita, o que conclui a
prova. 0

Uma observagao importante a respeito do re-
sultado obtido é que o projeto do observador,
embora decorra de condigoes Otimas a partir do
Teorema 1, resulta em condi¢oes sub-6timas, em
decorréncia de estrutura especial apresentada em
(17). Além disso, os projetos de observadores que
minimizam as normas Hs e Ho, podem ser ob-
tidos reescrevendo-se os problemas de otimizagao
(15) e (16) aluz dos resultados do Teorema 2. Tais
resultados serao apresentados separadamente nos
dois corolarios que se seguem.

Para isso, vale notar que a escolha de 2 =
~+00 equivale a eliminar a segunda linha e segunda
coluna de (10), o que leva a desigualdade

(21)

[P+He(F'P) S:'I] “0

Analogamente, a condicao em (18) pode ser rees-
crita por

P(T) °
413 2 wotro) >0 @

Com isso, o projeto de um observador sub-6timo
baseado na norma H, pode ser obtido seguindo o
problema definido no préximo Corolario.

Corolario 3 Dado wum periodo de amostragem
constante T > 0, o observador (2) converge assin-
toticamente para o sistema definido em (1) com
limitante superior para mnorma Ho calculado por
(14) se o problema definido por

3 !
Y,G,M1>IgP(t)>O tr(JeP(T)Je) + tr(M) (23)
sujeito as LMIs (21)-(22) e
M °
YEq >0 (24)
{YECJ He(G) = P(0)

admite solu¢ao para G definida em (17). Neste
caso, o ganho do observador € calculado como L =
G3'Y.

Prova: A prova deste Corolario decorre dos resul-
tados dos Teoremas 1 e 2, da discussao realizada
no inicio desta segdo, de (15) e do fato de que
dada a desigualdade GP(0)~'G’ > He(G) — P(0)
eY =G3sL, (24) leva a

M °
GsLFEy 1 >0 (25)
[GB LEJ GP()-'G
que equivale a
M °
{do GP(O)lG’} >0 (26)
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Multiplicando-se esta desigualdade pela direita
por diag(I,G~1) e pela esquerda pelo seu trans-
posto e aplicando-se o complemento de Schur em
relagdo a segunda linha e segunda coluna, dado
que G ¢ inversivel, temos
M — J,P(0)Jg >0 (27)

que torna M um limitante superior para o produto
J,P(0)Jg de (15). Assim, a minimizacao do traco
de M estabelece a minimiza¢ao do limitante su-
perior Z;i” Poo(§5(0)). A prova estd completa.
O

Da mesma forma, definimos o projeto de um
observador sub-6timo que minimiza a norma H
resolvendo o problema definido pelo Corolério 4.

Corolario 4 Dado wum periodo de amostragem
constante T > 0 e condigoes iniciais nulas, o ob-
servador (2) converge assintoticamente para o sis-
tema definido em (1) com limitante superior para
norma Heo dado por v? se o problema definido por

inf {72 : (10) e (18)}

28
~v2Y,G,P(t)>0 ( )

admite solugdo, para G definida por (17). Neste
caso, o ganho do observador é calculado como L =
G3'Y.

Prova: A prova deste coroldrio decorre de (16) e
dos resultados dos Teoremas 1 e 2. A prova estd
completa. O

Por fim, devemos analisar que o projeto do ob-
servador segundo apresentado pelo Teorema 2 per-
mite recuperar o estado do sistema continuo, em-
bora as informacoes do sistema sejam atualizadas
somente nos instantes de amostragem {t;}ren.

4 Exemplo Ilustrativo

Nesta secao apresentaremos um exemplo ilustra-
tivo para verificar o resultado tedrico obtido na
secao anterior. Para isso, vamos considerar o sis-
tema instavel

A= e

e que podemos medir o primeiro estado do sis-
tema, com ruido, e gostariamos de estimar o se-
gundo estado. Desta forma, as matrizes que defi-
nem a saida medida e de controle sao

Cy=1[1 0], Bg=1; C.=1[0 1]

Para a resolugao das LMIs utilizamos a técnica
proposta em Gongalves et al. (2019), em que a ma-
triz P(t) é considerada linear por partes dividida
em 16 intervalos em [0,T]. Tomando alguns valo-
res de T' > 0, a Figura 1 mostra que o problema
de observacao é factivel, com valores crescentes
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Figura 1: Efeito do periodo de amostragem 7" no
limitante superior da norma H.,

de 42, sendo o maior valor de periodo para o qual
o problema (28) permanece factivel T' = 2.15 [s].
Em especial, para T' = 1 [s], temos que o limitante
para a norma H ., € dado por 7 = 2.1345 para uma
matriz de ganho do observador dada por

~1.2322
L= [0.8225}

Para este ganho, o valor da norma H., calculada
através de (16), em vista do Teorema 1, é dada
por v = 1.8134 < «. Uma simulacao temporal
deste sistema, utilizando os ruidos

w(t) = sin(2w10t)/(t +1)?

k=-1
k>0

0,
walk] = { (—D}/[(k + VTP,

é apresentada na Figura 2, em que a trajetoria da
segunda componente do estado real xs(t), e seu
valor estimado &9 (t) convergem, mesmo o sistema
sendo instavel, o que pode ser observado com o
aumento de x4 (t) ao longo do tempo. Nesta simu-
lacao é possivel observar ainda o efeito do ruido
discreto, que faz com que a trajetéria da estima-
cao divirja significativamente da trajetéria real,
sendo corrigida ao longo do tempo. Quando o sis-
tema atinge t; = 1 [s], o rufdo discreto comeca
a agir efetivamente sobre o sistema e, como &(t) é
constante dentro do intervalo [ty, tx41), observa-se
uma tendéncia de redugao em Zo(t) até to = 2 [s].
Entre [ta,t3), o estado estimado passa a cres-
cer, devido a inversao do sinal de wqy[k]. Efe-
tivamente, temos que |#a(t) — z(t)] < 1 para
t > t3. Por fim, para esses ruidos, temos que
1zll2/+/ |lwel|? + JJwa||? =~ 0.7885 < 1.8134 = ~*,
conforme esperado.

A mesma andlise pode ser obtida para o pro-
jeto do observador baseado na norma Hs, através
do Corolédrio 3, em que investigamos a factibili-
dade de (23) em funcao do periodo de amostra-
gem, encontrando um valor méximo de T = 2.1 [s].
Analogamente, nota-se que para T = 1 [s], ob-
temos um limitante superior de 1.4158, para um
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Figura 2: Estado z2(t) (linha preta) e estado es-
timado #2(¢) (linha cinza pontilhada) em funcao
do tempo.

ganho calculado de
L=[-0.5373 —1.1286]'

Tomando-se, o problema de calculo de norma de-
finido por (15), obtemos o valor de norma Hy de
1.2694, conforme esperado. Por fim, pode-se ve-
rificar que nos dois casos testados a condicao das
matrizes Hef'? sdo Schur estdveis. Devemos ob-
servar que esta solucao, embora simples, é con-
servadora. No caso do exemplo em Souza, Vital
and Geromel (2014) nenhuma solugao é encon-
trada para o Corolario 4.

5 Conclusoes

Neste artigo foram apresentadas condicoes sufici-
entes para o projeto de um observador de Luen-
berger para um sistema continuo sujeito a amos-
tragem do sinal de saida. Para isso, o sistema re-
sultante, composto pelo sistema e pelo observador
de estados, foi reescrito segundo uma abordagem
hibrida e o projeto do observador foi realizado de
forma a otimizar um indice de desempenho unifi-
cado para as normas Hs ou Ho. Como as con-
digoes de projeto sao sub-6timas, um limitante
superior destas normas pode ser calculado. Um
exemplo numérico mostrou a factibilidade dos re-
sultados tedricos apresentados. Os casosdeT — 0
e incertezas paramétricas na planta sao deixados
para trabalhos futuros.
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