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Abstract— This article discusses the development, modeling and control of an inverted pendulum driven by
a reaction wheel. A physical model is presented in order to validate and test the control. A controller is designed
with two operational modes, the swing-up, which gets the pendulum to its upright position, and a digital LQR
control in order to stabilize the pendulum at the non-stable equilibrium point. Simulations and practical tests
resulted in satisfactory performance.
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Resumo— Este artigo discute o desenvolvimento, modelagem e controle de um péndulo invertido com roda
de reacao. Um modelo fisico é apresentado de modo a validar e testar o controle. Um controlador é projetado
com dois modos de operagdo, o swing-up para levantar o péndulo até sua posi¢do invertida, e um controlador
digital LQR para estabilizar o péndulo neste ponto de equilibrio instavel. SimulacGes e testes praticos foram

satisfatérios.
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1 Introducao

O péndulo invertido trata-se de um sistema ex-
tensivamente estudado devido a sua caracteris-
tica ndo linear e sua instabilidade (Ogata, 2001).
O objetivo do controle do péndulo invertido é
estabiliza-lo em sua posicao vertical pra cima, ou
seja, em seu ponto de equilibrio instavel. Exis-
tem diversas aplicagoes e variacoes de péndulos
invertidos, como por exemplo, o péndulo trans-
lacional, explorado em (Sanchez et al., 2004),
o péndulo rotacional de Furuta, proposto em
(Furuta K., 1999), e o péndulo com roda de reagéo
— estudado neste artigo e em (Block et al., 2007a).
O conceito de péndulo invertido pode ser abs-
traido para diversas aplicagoes praticas, como o
vefculo Segway (Kim and Kwon, 2017), um fo-
guete em sua base de lancamento, dentre outros.

A utilizacdo da roda de reagdo como atuador
em sistemas de controle tem sido estudada e apli-
cada em diversas situagoes praticas. Um ramo que
explora avidamente este mecanismo é o aeroespa-
cial; atualmente, satélites, dentre outros veiculos
espaciais, utilizam rodas de reagao como atuado-
res para o controle de atitude, como € o caso do te-
lescépio Hubble (Carré and Bertrand, 1999). Ou-
tro exemplo reconhecido é o da Estagao Espacial
Internacional (ISS), que utiliza um giroscépio de
reacao para controle primario de atitude.

No projeto do controlador de um péndulo in-
vertido é amplamente utilizado técnicas de con-
trole cldssico, como o PID. J4 neste artigo, foi
estudado e implementado o controle por realimen-
tagao de estados, mais especificamente . O LQR

tem a funcao de alocar os polos de uma maneira
o6tima, de modo a minimizar uma funcao de custo.

Neste projeto, para estabilizar o péndulo, foi
utilizado o regulador quadratico étimo (LQR) foi
aplicado, Considerou-se também um algoritmo de
swing-up para levar o péndulo para a posigao in-
vertida.

2 Construgao

O péndulo foi construido em uma base feita de
MDF, como mostra a Figura 1. Na fase de pro-
jeto, o protétipo foi desenhado em CAD, de onde
foram extraidos os parametros mecanicos do mo-
delo. Um motor CC reutilizado foi escolhido como
atuador para gerar o torque da roda de reacao.
Para a confecgao da roda utilizou-se uma placa
de aluminio de 4mm de espessura, que foi cortada
em jato de dgua. Todos os parametros fisicos da
planta estao presentes na Tabela 1.

De modo a medir o angulo do péndulo,
utilizou-se um encoder no eixo de giro do péndulo.
A velocidade angular do péndulo é calculada por
meio das leituras de posi¢do do encoder. Além
disso, a velocidade angular da roda de reagao é
estimada por meio das medi¢oes de angulo do en-
coder ja acoplado ao motor CC.

O motor CC escolhido foi o Faulhaber
2842s024C. Todos os parametros e constantes do
motor estao dispostos na Tabela 2. O driver de
acionamento do motor é uma ponte H com sinal
PWM, que é fornecido pela placa microcontrola-
dora FRDM KG64F da NXP, como mostrada na
Figura 2.
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Figura 1: Estrutura mecéanica do péndulo inver-
tido

Figura 2: Estrutura elétrica do péndulo invertido

Tabela 1: Parametros e varidveis da modelagem
mecanica

Simb. | Parametro Valor
M, | Massa péndulo [Kg] 0,07679
M., | Massa motor [Kg] 0,160
M, | Massa roda [Kg] 0,135

JIp Mom. inérc. péndulo [kgm?] | 15,15 x 1073
Juw Mom. inérc. roda [kgm?] 16,28 x 1074
B, | Coef. atrito péndulo [;772-] 0,0012

4 Comprimento do péndulo [m] 0,185

g Acel. da gravidade [m/s?] 9,82

d Dis. do CM ao eixo [m] 0,17262

T Torque do motor [Nm)| -

0, Acel. ang. péndulo [rad/s?] -

0, Vel. ang. péndulo [rad/s] -

0p Angulo do péndulo [rad] -

W Acel. ang. roda [rad/s?] -

3 Modelagem do Sistema

Tem-se, como base, o diagrama de corpo livre
apresentado na Figura 3.

Figura 3: Diagrama de corpo livre do sistema

3.1 Modelagem Mecanica

Considerando a dinamica e as referéncias utiliza-
das na Figura 3, pode-se desvincular a roda e o
péndulo e escrever duas equagoes, tais que:

T"‘Jpép"‘Bpép (1)
Jw W (2)

d M g sen(6,)

T =

onde foi assumido, de forma simplificada, que
M = M, + My, + My,. Além disso, d é a dis-
tancia ao centro de massa do sistema a partir da
origem (eixo de rotacao da haste do péndulo). Os
parametros obtidos sao apresentados na Tabela 1.

O coeficiente de atrito viscoso B, no eixo do
péndulo foi identificado experimentalmente, resul-
tando em B, = 0,0012 TJYT;};.

3.2  Modelagem Elétrica

O modelo linear padrao para um motor CC estd
descrito nas equagcoes (3) e (4).
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Todos os parametros relevantes estao na Ta-
bela 2. O coeficiente de atrito do eixo do motor
também foi identificado experimentalmente.

Tabela 2: Parametros e varidveis da modelagem

elétrica
Simb. Parametro Valor
R, Resist. armadura [}] 21,0
K, Const. de f.c.em. [ 7] 0,0449
K, Const de torque [2™] 0,04479
Buotor | Coef. de atrito motor [TN{L—(;;'S] 0,0646
n Redugao do motor 14
ia Corrente de armadura [A] -
W Vel. ang. roda [rad/s| -
Vin Tenséo de armadura [V] -
3.8 Sistema

Por meio de um rearranjo das equagoes apresen-
tadas, um modelo completo do sistema é obtido.
Note que a varidvel V;,, é a unica entrada do
sistema, que sera substituida por uma varidvel
PWM, tal que V;,, = 24PWM.

O vetor de estados é definido como x =
[9p ép ww] Manipulando as equagoes me-
canicas e elétricas e linearizando-as em torno do
ponto de operagao, X = [O 0 O]T, pode-se ob-
ter a seguinte relacao no espaco de estados:

X = Ax+Bu
sendo
[0 1 0
M-g-d B (K¢ Ko 1 +Bmotor Ra)
A = JZ Tj 2 Ty Ra - 5)
—(K¢-Ky-n°+Bmotor-Ra)
U R o
0
—(24-K;n)
B = |—7 & (6)
(24-K,-n)
L Jw-Ra

Substituindo todos os valores de parametros
apresentados nas Tabelas 1 e 2, tem-se

0 1 0
A = [41,5995 —0,0792 7,1793
0 0 —66, 8094
[0
B = |-47,3114
| 440, 2752

O sistema em tempo continuo é discretizado
(Franklin et al., 1994), visto que serd utilizado o
LQR em tempo discreto. Para tanto, definiu-se

um periodo de amostragem Ty = 1/200 s. Assim,
o modelo linear em tempo discreto é dado por:

xk+1 = @& -x[k]+T-u
com

[1,0005 0,0050 0,0001

® = 0,2080 1,0001 0,0305 (7)
| O 0 0, 7160
[—0,0005

T = —0,2011 (8)
| 1,8714

4 Controle

Os projetos dos controladores LQR discreto e
swing-up por energia sao descritos nesta segao.

4.1 Controle estabilizador LQR discreto

O controlador LQR digital foi explorado para o
controle de estabilizagao do péndulo. O algoritmo
deste controlador é acionado quando as condigoes
de troca entre o algoritmo de swing-up e o de esta-
bilizagao sao respeitadas — estas condigoes serao
discutidas posteriormente.

O controle LQR digital (Skogestad and Pos-
tlethwaite, 2007), é um controle étimo de reali-
mentacao de estados, que minimiza o seguinte fun-
cional:

J=>"x[k]” Qx[k| +ulk]"Rulk]  (9)

(o)
c=0

x[k] vetor de estados

ulk] vetor de entrada
Q matriz de ponderagao de estados
R matriz de ponderagao de entrada

A solugao é dada por:

ulk] = —K - x[k], (10)
onde,
K=(R+T'PD) 'T'"PP (11)

sendo P a solucao da equagao algébrica de Riccati
discreta (Franklin et al., 1994)

" (P-PT(R+T'PD)'T"P)®+Q =P (12)

Uma primeira escolha para as matrizes Q e
R pode ser realizada por meio de uma pondera-
gao de todos os termos da diagonal de Q (Lewis
et al., 2012) . Primeiramente, define-se para cada
variavel de estado um valor maximo de variagao.
O peso deve ser tal que respeite a equagao:

q-Ax? =1 (13)

Azx; = variagdo méxima do estado
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e 0 0
Q=1(0 ¢ O (14)
0 0 qs

Este método faz com que o esforgo destinado
para a realimentacao de cada varidavel de estado
seja normalizado. Foram considerados os seguin-
tes limites de variacao:

Ar; = 0,1 rad
Azy = 1,0 rad
Az, = 1,0 rad

Nota-se que um peso maior foi dado ao angulo
do péndulo, e portanto um esforco maior serd des-
tinado a estabilizar esta variavel. As matrizes Q
e R resultantes sao dadas por:

00
Q = 0 10
01

R =1
Com isso, obtém-se

K = [-55,4067 —8,5226 —0,5919]

A Figura 4 mostra o diagrama de blocos do
sistema discretizado, com o bloco de saturagao na
entrada para limitar o duty-cycle do PWM de -1 a
1, sendo que o sinal negativo representa inversao
de sentido.

Equivalente discreto do sistema
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Figura 4: Diagrama de blocos do sistema

4.2 Swing-up

O algoritmo de swing-up foi inspirado no mé-
todo apresentado em (Astrém and Furuta, 2000)
e (Block et al., 2007b). O objetivo é fornecer a
energia necessaria para o péndulo alcangar a posi-
¢ao de energia potencial méxima, ou seja, vertical
para cima. Este ponto é o de equilibrio instavel em
que o controle de estabilidade serd aplicado. Uma
forma simplificada para o swing-up é tal que:

U= —Kpaz - 0" - sgn(0 - cos(6)) (15)

A constante K., € ajustada por meio de en-
saios. O termo 0" pondera o torque aplicado pelo
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Figura 5: Dados obtidos por meio de simulacao

motor na roda, sendo que, para angulos entre 0 e
1 rad, quanto mais préximo de 0 rad — ponto de
operagao do controle — menor serd a atuacao do
motor, principalmente devido ao expoente n, que
diminui significantemente o torque para pequenos
angulos. Idealmente, o péndulo deve chegar na
posicao invertida apenas com energia potencial e
energia cinética nulas. O ajuste do swing-up foi
realizado empiricamente e, por fim, foi implemen-
tado o seguinte algoritmo:

uw=—0,002-6° - sgn(f - cos())

5 Resultados

Inicialmente, o controle LQR foi validado via si-
mulagdo com o modelo nao linear e assumindo
condicao inicial ja préxima do ponto de equilibrio.
Com condigao inicial de 5°, pode-se verificar que
o controle foi capaz de estabilizar o sistema no
ponto de operacao, conforme apresentado na Fi-
gura 5. Porém, nos instantes iniciais, o atuador
atingiu a saturacao.

Na validacao pratica, tanto o controle esta-
bilizante quanto o swing-up foram testados. Vale
ressaltar que a referéncia de posigao utilizada pelo
swing-up — angulo 6§ — é diferente da utilizada
pelo controle estabilizante — angulo ¢. A relacao
entre elas é a seguinte:

p=0—m-sgn(6) (16)

Assim, nao faz diferenca para o controle o
swing-up terminar na posigao 6 > 0 ou 6 < 0.

Resultados préticos de swing-up e LQR sé@o
apresentados na Figura 6. O péndulo foi movido
com sucesso para a regiao de atuacao do controle
estabilizante LQR. Por sua vez, o LQR foi capaz
de estabilizar o sistema, apresentado um desvio
maximo de 4°. Porém, pode-se perceber que o
péndulo opera com muitas oscilagoes no ponto de
estabilizagao, e a hipdtese levantada para justificar
este efeito é a folga existente no acoplamento da



roda com o motor. Além disso, a haste utilizada
como péndulo é pouco resistente para momentos
fletores, causando movimentos indesejados e nao
despreziveis para o péndulo. Um video do sistema,
pode ser encontrado no canal Youtube do Labo-
ratério de Controle Aplicado da Escola Politéc-
nica da USP (LCA), pelo link www.youtube. com/
c/laboratoriodecontroleaplicadopoliusp.
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Figura 6: Dados medidos com controlador LQR e
Swing up

6 Conclusao

O sistema construido foi de baixo custo e tem
um grande potencial para ser utilizado e melho-
rado em laboratérios didaticos de controle. O al-
goritmo de swing-up foi bem implementado, e o
péndulo atingiu a posicao invertida com sucesso.
O controle LQR se mostrou eficaz ao estabilizar
o péndulo e inclusive aceitar ruidos e perturba-
¢Oes significantes. Porém, uma montagem mais
robusta que minimize as folgas de acoplamento e
que possua uma haste mais rigida, poderia resul-
tar em resultados mais préximos do obtido na si-
mulacao com o modelo nominal. Um motor mais
potente também é indicado para futuras melhorias
no sistema.
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