ESTIMANDO O CONJUNTO ATRATOR DE SISTEMAS CHAVEADOS AFINS

USANDO UMA EXTENSAO DO PRINCIPIO DE INVARIANCIA VIA MULTIPLAS

FUNCOES ESCALARES

THIAGO DE SOUZA PINTO*, Luis FERNANDO ALBERTO COSTAT, MICHELE CRISTINA VALENTINO*

*Av. Alberto Carazzai, 1640
Univ. Tecnologica Federal do Parand - UTFPR
Cornélio Procdpio, PR, Brasil

tAv. Trabalhador Sio Carlense, 400
Escola de Engenharia de Sao Carlos - EESC/USP
Sao Carlos, SP, Brasil

Emails: thiagosp@uftpr.edu.br, lfcalberto@usp.br, valentinoQutfpr.edu.b

Abstract— This paper proposes an extension of the LaSalle’s invariance principle for affine switched systems
under arbitrary dwell-time switching via multiple scalar functions. The extension proposed is useful for obtaining
uniform estimates of the attractor set of this class of dynamic systems under nonlinear matrix inequalities. In
order to obtain better estimates, we propose a nonlinear optimization problem, which takes into account the
minimization of the volume of the ellipsoid that estimates the estimate of the attractor. Numerical examples are
presented to illustrate the effectiveness of the proposed approach.
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Resumo— Este artigo propde uma extensao do principio de invariancia de LaSalle para sistemas chaveados
afins sob chaveamento dwell-time arbitrdrio via multiplas fungoes escalares. A extensdo proposta é util para
obter estimativas uniformes do conjunto atrator desta classe de sistemas dinamicos via desigualdades matriciais
nao-lineares. No intuito de melhorar as estimativas obtidas foi proposto um problema de otimizagdo nao linear, o
qual leva em conta a minimizagao do volume de um elipsoide que estima o conjunto atrator. Exemplos numéricos

sao apresentados para ilustrar a efetividade da abordagem proposta.
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1 Introducao

Os sistemas chaveados sao um tipo particular de
sistemas hibridos que apresentam dinamica conti-
nua e discreta no tempo. De modo geral, estes sis-
temas sao compostos por uma familia de subsiste-
mas e uma lei de chaveamento adequada que esco-
lhe, a cada instante de tempo, o subsistema dina-
mico que serd ativado (Liberzon and Morse, 1999).
Essas leis de chaveamento podem ser supervisio-
nadas ou nao supervisionadas e podem ser orienta-
das por tempo ou conduzidas por eventos. Recen-
temente, tem-se observado um crescente interesse
da comunidade cientifica no estudo do problema
de estabilidade de sistemas chaveados. Uma das
razoes deste aumento é que estes sistemas podem
caracterizar mais adequadamente as variacgoes es-
truturais de muitos sistemas praticos no seu pro-
cesso operacional. Desse modo, sistemas chave-
ados sao encontrados em muitas aplicagoes prati-
cas, tais como: sistemas elétricos de poténcia, con-
trole de sistemas mecanicos, controle de processos,
controle de aeronaves, industria automotiva, ele-
tronica de poténcia e muitos outros campos (Lin
and Antsaklis, 2009). Além disso, sistemas cha-
veados surgem na aplicagao de controladores mul-
tiplos que sdo amplamente utilizado no controle
intelectual e controle adaptativo (Liberzon, 2003).

Mesmo existindo importantes avancos na te-
oria de estabilidade de sistemas chaveados, veja

os artigos (Liberzon and Morse, 1999), (Lin and
Antsaklis, 2009), os livros recentes (Liberzon,
2003),(Sun, 2005), (Sun and Ge, 2011), (Yang
et al., 2014) e as referéncias neles contidas, ainda
continua sendo desafiador a determinacdo exata
do conjunto atrator e da regiao de atragao destes
sistemas dinamicos. Assim, a estimagao do con-
junto atrator e da regiao de atragao de sistemas
chaveados é um tépico de importancia significa-
tiva. Nestes casos, o interesse nao é estudar a
estabilidade de um ponto de equilibrio particular,
mas o comportamento assintético das solugoes.

O Principio de Invariancia é uma das ferra-
mentas mais importantes para estudar o compor-
tamento assintdtico das solucoes de sistemas di-
namicos. Neste intuito, uma funcao escalar au-
xiliar, muitas vezes denominada fungao de Lya-
punov, é utilizada. Uma propriedade fundamen-
tal dessa fungao é a nao-positividade de sua de-
rivada ao longo das solugoes. Porém, encontrar
tal funcao, satisfazendo todas as suposigoes do
principio de invariancia, pode ser dificil para mui-
tos sistemas dinamicos. Por isso, uma extensao
do principio de invaridncia, a qual permite que
a derivada da funcao auxiliar possa ser positiva
em alguns conjuntos limitados, foi proposta para
sistemas continuos em (Rodrigues et al., 2000),
para sistemas discretos em (Alberto et al., 2007),
para sistemas com atraso em (Rabelo and Al-
berto, 2010) e para sistemas chaveados nao linea-



res em (Valentino et al., 2012).

Ainda, buscando superar as dificuldades exis-
tentes em encontrar uma funcdo escalar auxiliar
satisfazendo todas as suposigoes impostas pelo
principio de invaridncia e suas extensoes, uma
abordagem que utiliza o método de multiplas fun-
¢oes foi considerada (Branicky, 1998; Bacciotti
and Mazzi, 2005; Valentino et al., 2015). Em com-
paragao com a funcdo comum, ele permite que
cada subsistema chaveado tenha sua prépria fun-
¢ao de Lyapunov. No entanto, sao necessarias,
algumas condic¢oes adicionais sobre essas fungoes
nos instantes de chaveamento para assegurar que
a solucao permaneca em um conjunto compacto.

Tendo como motivacao os resultados obti-
dos em (Valentino et al., 2012) e (Bacciotti and
Mazzi, 2005), este artigo apresenta uma extensao
do principio de invaridncia para a classe de siste-
mas dindmicos nao-lineares, denominada na lite-
ratura como sistemas chaveados afins, sob chavea-
mentos dwell-time arbitrarios, utilizando a abor-
dagem de multiplas fungoes auxiliares, que é ttil
para obter estimativas de conjuntos atratores de
sistemas chaveados afins cuja area de atragao é
global. Do ponto de vista pratico, esta exten-
sao busca superar as dificuldades existentes em
encontrar as fungoes auxiliares que satisfacam as
condicoes exigidas nos resultados de (Valentino
et al., 2012) e (Bacciotti and Mazzi, 2005). Para
isto, explora-se a estrutura dos sistemas chavea-
dos afins de modo que as hipéteses dos resulta-
dos, apresentados neste artigo, sejam dadas em
termos de desigualdades matricial, as quais po-
dem ser resolvidas com o auxilio de ferramentas
computacionais.

A extensdo do principio de invariancia pro-
posta neste artigo é exploradar o processo de ob-
tencao de “boas” estimativas do conjunto atrator
de sistemas chaveados afins para qualquer chave-
amento dwell-time considerado. O resultado aqui
obtido permite, por meio de um problema de oti-
mizagao nao-linear, que leva em consideragao a
minimizacao do volume de uma regiao elipsoidal,
a obtencao de estimativas do conjunto atrator de
sistemas chaveados afins sob chaveamento dwell-
time arbitrario.a, de modo a sistematiz

Durante o desenvolvimento do trabalho usa-
remos N para denotar o conjunto de ntimeros na-
turais, IR" e IR™*" o espago Euclidiano de dimen-
sao n e o espago de matrizes reais n X n, res-
pectivamente. A notacao || - || refere-se a norma
Euclidiana, B(z.,e) denota a bola aberta {y €
R™ : |ly — z|| < €} de raio € centrada em x e
B(M,e) = U,er B (x,€). Além disso, para matri-
zes e vetores, ()’ significa transposicao e as nota-
G0€S Amin(*) € Amax(+) s@o utilizadas para denotar
o menor e maior autovalor de uma matriz real.

2 Preliminares

No presente artigo, estudamos o comportamento
assintético das solugoes de uma classe de sistemas
chaveados continuos no tempo definidas por

i(t) = Agyx(t) + bory, x(0) =20 (1)
em que z(t) € R™ s@o vetores de estado, o(t) :
[0,00[— P = {1,--- N} é uma fungdo constante

por partes, continua a direita, chamada de lei de
chaveamento, dependente do tempo, e N é o nt-
mero de subsistemas. Seja {7}, .y uma sequén-
cia de tempos de chaveamento consecutivos associ-
ada & lei de chaveamento o e I, = {t € [7%,Tk+1) :
o(1,) = p, k € IN} sendo a unido dos intervalos em
que o subsistema p é ativo. Uma funcao continua,
suave por partes, z(t) : I — IR" é uma solugao do
sistema chaveado afim (1) no intervalo I se x(t)
satisfaz ©(t) = Apx(t) + by, Vt € I, N I para todo
p € P. Supomos que a sequéncia de chaveamento
{7k} eI\ € divergente e que cada subsistema p es-
tard ativo infinitas vezes. Isto é, assumimos para
todoT > 0ep € P aexisténcia de um indice k tal
que o (1x) =p e T, >T. O conjunto de todas as
solugbes chaveadas é denotado por S. Denota-se
©o(t)(t,10), ou simplesmente ¢(t,20), a solugdo do
sistema chaveado afim (1) com condigao inicial xg
no tempo ¢ = 0 sob a lei de chaveamento o(t).

Neste trabalho, consideramos as solugoes do
sistema chaveado (1) sob a classe de sinais de
chaveamento dwell-time. Para facil compreensao
dos resultados, algumas defini¢oes preliminares, as
quais podem ser encontradas em (Liberzon, 2003)
e (Bacciotti and Mazzi, 2005), sdo apresentadas.
Estas defini¢oes sao dadas de forma geral, isto é,
para o sistema chaveado continuo no tempo des-
crito por

T = fa(t)(z)7 (2)
onde f, : IR" — IR é uma fungao de classe C! para
todo p € P.

Definicao 1 Considere a sequéncia de tempos
de chaveamento consecutivos {7y}, N associada
com o) (t,zo). A solugdo p,()(t,wg) € S tem
um dwell-time nao nulo se existe h > 0 tal que
infy, (7k—1 — %) > h. O nidmero h € chamado de
dwell-time para ©q 1) (t,20). O conjunto de todas
as solucoes com chaveamento dwell-time € deno-
tado por Sgweyy C S.

Defini¢gdo 2 Um ponto q € IR™ € um ponto w-

limite da solugdo @, )(t,x0) : [0,00) = IR"™ de (2)

se existir uma sequéncia {ty}, N, com t, — 400

quando k — +o0, tal que lim g ) (tk,20) = q.
k— 400

O conjunto de todos os pontos w-limites da solu¢ao
©o(t)(t,xo) serd denotado por w(xo).

Na definicdo anterior é importante observar
que o conjunto w} (o) da solugao @uy)(t.xo) de-
pende nao apenas do ponto inicial g mas também



da sequéncia de chaveamento o que esta sendo uti-
lizada.

Definicao 3 A solugdo @y 4 (t,w0) : [0,00) —
R" de (2) € atraida para um conjunto compacto
M se para todo € > 0 existe um tempo T > 0
tal que ¢(t,xg) € B(M,e) para t > T. FEui-
dentemente, (t,xg) € atraida para o conjunto
M, ou seja, @(t,zg) — M se, e somente se,
tlgglo d(p(t,xo),M) = 0, onde d € a distancia de
um ponto ao conjunto que pode ser definida por
dy M) = inf |}y —m].
meM

Definigao 4 Um conjunto compacto M € fraca-
mente invariante com respeito ao sistema chave-
ado (2), se Vag € M, existe um indice p € P e
um ndmero real ¢ > 0 tal que ¢, (t,x0) € M para
qualquer t € [—c,0] ou t € [0,c].

A préxima segdo apresenta uma extensdo do
principio de invariancia para sistemas chaveados
afins sob chaveamento dwell-time arbitrario que
explora multiplas fungoes auxiliares.

3 Extensao do principio de invariancia
utilizando multiplas fungoes auxiliares

Com o objetivo de obter condicoes suficientes me-
nos conservadoras para a andlise do comporta-
mento assintético de sistemas afins, neste mo-
mento serao consideradas as funcoes escalares au-
xiliares V, : R" — IR de classe C! da seguinte
forma:

Vp(2) = (& = d) P, (x = d), 3)

em que d € R" e P, € R"", Vp € P. Além
disso, suponha que

3P, = P, > 0 tal que
Q, = A'P, + P,A, < 0,¥p e P. (4)

DefinaC, = {x € R" : VV,(x)(Apz+by) > 0}
o conjunto dos pontos onde a derivada da fungao
V, ao longo da trajetéria do subsistema p é posi-

tiva ou nula e defina os conjunto C = U Cp.

pEP
O lema a seguir, garante que o conjunto C serd
limitado.

Lema 1 Considere o sistema chaveado afim (1)
e as fungoes escalares auziliares V,, dadas por (3)
tal que (4) seja satisfeita. Entdo o conjunto C é
limitado.

Prova: A derivada da fungao V), ao longo da so-
lugao do subsistema p é dada por:

VVp(@)(Apz + by) =

(Apx +by) Py(z — d)+(x — d) Py (Apz + by)

< /\maX(Q;v) Hx_de"i'(bp"'Apd)/Pp(x_d)"'
i [(bp + Apd)/Pp(x - d)]l
< Amax(@p) Hx_dHQ"""

426y + Apd) Pyl [l — ]
Desse modo, concluimos que

‘/}7(95) < Amax(@p) |2 — dH2 +oee
o+ 2([(bp + Apd) Byl |z — d| . (5)

Uma vez que (4) é satisfeita Vp € P, entdo
Amax(®@p) < 0, logo de (5) pode-se concluir

que a derivada é estritamente negativa quando
2[|(bp+A,d)' Py ||
Amax(Qp)

Cpg{xEIR":0§|x—d|§—

|z —d|| > — . Assim,

2||(bp+Apd) Py |
T e (@) [

Portanto,

c=JcClzeR :0<|lz—d| <z}, (6)
peEP

onde

(7)

Z = Imax
peEP

oy

ou seja, o conjunto C é limitado.
O

Dadas as matrizes definidas positivas P, €
R™™"™, p € P, existem matrizes definidas positivas
P,,, Pyy € R™*" satisfazendo

P, <P, <Py, VpeP. (8)
Entao, definindo as fungoes a,3 : IR™ — IR como

a(@)=(r—d)Pp(z—d) e
B(z) = (z—d)Py(z—d), (9)

temos
a(z) < Vp(z) < B(x),

Considerando fungdes continuas «(x) e G(
satisfazendo (10), sdo definidos os conjuntos €2,
{z € R" : alz) < b}, Q, = {z € R" :
a(z) <} e©® = {z € R" : f(z) < Ly,} com
supf(z) < ly < oo e sup fz) < ¢ <
zeC QTEQZJ,1

oo, je€{l,--- N + 1}, os quais satisfazem:

Yz € R" e Vp € P. (10)
x)

CC@gQgOgleg---gQgN+l. (11)

O proéximo lema permite estimar os valores de
Lo, -+ ,€xy1 e as respectivas regioes C, © e (2,
Vi € {0,1,... N + 1} garantindo que a inclusao
(11) seja satisfeita.



Lema 2 Considere o sistema chaveado afim (1) e
as fungées escalares auxiliares V, dadas por (3) tal
que (4) seja satisfeita. Além disto, sejam as fun-
¢oes « e B definidas em (9) que satisfazem (10),

(i) Se by > Amax(Prr)2? entio C C © C Qp, em
que z € dado por (7).

(i) Dado £y € R tal que C C © C Qy,, entdo
Qo SQy, Vjed{l,... N +1}, se

>\max (P]M)

;>
KJ o Amin(Pm)

li_q. (12)

Prova: (i) Inicialmente, observamos que devido
ao Lema 1 é verdadeira a inclusao (6) para z
dado por (7). Assim, ao analisar os valores
numéricos que a funcao continua 8 : R" —
R, dada por B(z) = (z — d) Py (x — d), as-
sume quando x € C, obtém-se

ﬁ(x) < )‘maX(PM) Hx - dH2
< Amax(Par)23,Vz € C.

Desse modo, escolhendo ¢y € IR, da forma
KO > )\max(PM)Z27

concluimos que C C O.

Portanto, pela construgao do conjunto €,
tem-se que C C © C €y, .

(ii) A demonstragdo é andloga ao do trabalho
(Pinto et al., 2018).
O

O préximo lema garante que a solugao chave-
ada iniciando em ng.fl nunca deixa §2; enquanto
um indice p € P fixo estd ativo. Ele é uma ver-
sao particularizada do Lema 2, apresentado em
(Valentino et al., 2012), para a classe de sistemas
afins.

Lema 3 Considere o sistema chaveado afim (1)
e as fungoes escalares V,, dadas por (3) tal que
(4) seja satisfeita. Se a solugdo ¢(t,xg) € Qy,_,,
j€{1,2,--- ,N + 1} no tempo de chaveamento
t =1, com o(r) = p € P, entao o(t,xo) € Qp;,
Vit € [Tk,Tk+1).

Prova: Suponha que exista um 7 € [y, 7541) tal
que ¢(7,m9) ¢ ;. Devido a continuidade das
fungdes V, e da solucdo ¢(t,x0), pode-se afirmar
que existe 7 € (73, 7) tal que V,(¢(T,20)) = £ e
Vp(e(t,zo)) > €, Vt € (7,7] o que é uma con-
tradicdo pois, de (11) tem-se C C O e assim
VVp(x)(Apz +by,) < 0, Vo ¢ © e ¥p € P. Por-
tanto, a solugao ¢(t,zo) com xg € €, , perma-
nece em )y, para todo t € [Ths Tht1)- O

Observagao 1 No Lema 2 em (Valentino et al.,
2012), exige-se que a solugdo seja limitada. No
Lema 3, a limitagcao € automaticamente garantida
pela limitagao de Q;, j € {1,--- N + 1}, que vem
do fato da matriz P, ser definida positiva.

Nesse trabalho vamos considerar, sobre as
multiplas fungdes auxiliares V,,, p € P, a seguinte
suposigao.

Suposicao 1 Para todo par de tempos de cha-
veamentos consecutivos T, < T; tal que o(1p) =
o(1;) = p, vale Vy(@(Th,10)) > Vp(o(7;,20)) se
@(Th,20) ¢ © € o(75,20) ¢ ©.

Explorando o resultado do Lema 3 e conside-
rando a Suposi¢ao 1, o préximo lema estabelece
um resultado sobre invariancia dos conjuntos de
nivel elipsoidais da funcao a.

Lema 4 Considere o sistema chaveado afim (1) e
as fungoes escalares V,, dadas por (3) tal que (4)
seja satisfeita. Se a Suposi¢ao 1 € satisfeita tem-
se que toda solugao o(t,xo) € Sdwell; To € g,
permanece em Sy, ., para todo t > 0.

Prova: Como (4) é satisfeita, entdo pelo Lema 2
existem £y € R tal que sup,cc S(x) < €y e ainda
existe /; € R taisque C C © C Qp, Ty, C--- C
Qpryr > com afx) e B(x) definidas em (9).
Portanto, pelo Lema 3 em (Valentino et al.,
2012), se zp € $y, toda solugdo dwell-time
o(t,xg) € Quy,,, para todo t € [to,w+), em
que w+ é o temo maximo de existéncia da solu-
¢ao. Como por construgao €2,,,, ¢ um conjunto
limitado, entao a solucao é limitada. Portanto
@(t,xo) € Qo , para todo t > 0.
O

O lema a seguir garante que toda solucao
do sistemas chaveado afim (1) sob chaveamento
dwell-time arbitrario é limitada.

Lema 5 Considere o sistema chaveado afim (1),
as fungées escalares V,, dadas por (3) tal que (4)
seja satisfeita. Além disto, suponha que a Su-
posicao 1 seja satisfeita. Entdo, toda solucdo
(p(t,l’o) S deell; o € IR“, € limitada.

Prova: Seja £y € IR tal que £y > Apax(Par)2? em
que z é dado por (7). Se zg € Qy,, entdo pelo
Lema 4, temos que toda solugao ¢(t,z0) € Saqwel
permanece em {2, ., para todo t > 0, ou seja, a
solucdo (t,x0) € Sqweu ¢ limitada.

Agora, considere que zg ¢ y, e @(t,x0) €
Sawetr- Seja Ly € R, tal que sup,cc f(z) <
by < Lopexg € Qp, = {z € R" : az) <
Lo}. Definindo os conjuntos Qr, = {z € R" :
a(z) < Lj;} onde SUPreQLFlB(I) < Lj < oo,
j€{1,--- N +1} obtemos as seguintes inclusoes
C CcocCc QLO - QLl c ... C QLN+1. Devido
as multiplas fun¢oes V,, dadas por (3) e a Suposi-
¢ao 1, é possivel utilizar novamente o Lema 4 para
garantir que se xg € Qr,, entdo ¢(t,z9) € Sawel
permanece em {1y, para todo t > 0, ou seja, a
solugao ¢(t,z0) € Sawen com xg & y, é limitada.

O



Explorando os resultados anteriores, uma ex-
tensao do principio de invaridncia para sistemas
chaveados afins via miultiplas fungoes auxiliares é
estabelecida.

Teorema 6 Considere o sistema chaveado afim
(1) e as fungoes escalares V,, : R™ — R dadas por
(3) tal que (4) seja satisfeita. Ainda, considere
que a Suposi¢cao 1 seja vilida. Entao, toda solu¢do
de (1), p(t,x0) € Sqweil, xo € R, € atraida para o
maior conjunto fracamente invariante de Sy, , .

Prova: Considere que 29 € O e ¢(t,x0) € Sqweli-
Como, por hipétese, a Suposicao 1 e as desigual-
dades (3) e (4) sao satisfeitas, entdo pelo Lema
5 e Lema 4, tem-se que a solucao ¢(t,zo) é limi-
tada, e ainda ¢(t,z0) permanece dentro de €y, ,
para todo t > 0. Portanto, pela Proposicao 2 do
artigo (Bacciotti and Mazzi, 2005), a solugao serd
atraida para um conjunto fracamente invariante
em QZNJFI .

Agora, seja zg ¢ © e suponha por absurdo
que a solugdo ¢(t,xg) € Sgqweu Na0 entra em
O. Considere a sequéncia de tempos de chave-
amento {’Tkp} a qual o subsistema p vem a ser
ativo, isso é, o(mx,) = p. Da Suposicio 1, te-
mos que a sequéncia V,,(¢(7x,,70)) é uma sequén-
cia de numeros reais limitada inferiormente. En-
tao V,(o(7k,,w0)) — 7 quando k — 400 para
todo p € P. Uma vez que p(t,x9) é limitado (veja
Lema 5), entdo pela Proposicao 2 em (Bacciotti
and Mazzi, 2005), w™(x¢) é nao vazio e fraca-
mente invariante. Seja ¢ € w (), entdo existe
uma sequéncia {t;} tal que ¢(t;,z9) — ¢ quando
j — oo. Como o conjunto P ¢é finito, existe
ao menos um indice p € P e uma subsequéncia
{t;,} tal que t;, € Iz. Entao, Vi(e(t;,x0)) —
Vi(c) = rp para todo ¢ € wt(zp). Como na de-
monstragdo da Proposicao 2 em (Bacciotti and
Mazzi, 2005), podemos provar a existéncia de
um intervalo [e,y] contendo a origem e fungdes
v;(t) = p(t+1t;) definidas sobre [e,7], satisfazendo
a seguinte propriedade: wv;(t) converge uniforme-
mente para v(t) em [e,y], v(t) C w'(zo) para
todo t € [e], U(t) = fp(v(t)) e v(0) = ¢. En-
tao Va(v(t)) = 5 e VV(u(t)) fp(v(t)) = 0 para
todo t € [e,y]. Particularmente, para t = 0,
VI5(0(0)f(0(0) = VVi(e)fslc) = 0, entdo
ce{r eR": VV,(z)(Apz+by) =0} e wr(xg) C
{z € R" : VV,(z)(Apz +by) = 0} C O. O con-
junto w(zg) é fracamente invariante, entao a so-
lugao é atraida para o maior conjunto fracamente
invariante em {z € R" : VV,(z)(4p,z + b,) =
0}, o que é uma contradigdo pois {z € R" :
VV,(z)(Apz + by) = 0} C ©. Portanto, existe
algum T € IR tal que p(T,xo) € © e entédo o resul-
tado segue da primeira parte dessa demonstragao.

Portanto, a solugao ¢(t,x0) € Sqwen ¢ atraida
para o maior conjunto fracamente invariante em
QgN+1. O

O Teorema 6, garante que o conjunto elipsoi-
dal Q.. ,, associado a fungao o dada por (9), seja
uma estimativa do conjunto atrator do sistema
chaveado afim (1) sob chaveamento dwell-time ar-
bitrario. Porém, pode-se notar que o tamanho de
Q. esta relacionado com as matrizes definidas
positivas Py, -+, P,, Py, Py € R™™" e o vetor
d € R", ou seja, a estimativa do conjunto atrator
depende do valor escolhido para os ntimeros re-
ais £o, 01, -+ , {41 que satisfazem a inclusao (11).
Por isso, na proxima secao, é apresentado o resul-
tado principal deste artigo, o qual permite siste-
matizar a obtencgao de “boas” estimativas dos con-
juntos atratores de sistemas chaveados afins sob
chaveamento dwell-time arbitrario através de um
problema de otimizagao nao linear.

4 Estimando o conjunto atrator por meio
de otimizacao

Como estamos interessados em determinar uma
estimativa de .., tdo pequena quanto possi-
vel, a ideia é pesquisar entre todas (A + 3)-uplas
(P1,...,Px, Py, Py, d) satisfazendo as desigual-
dades (3), (4) e (8), aquela combinagao que mini-
miza o tamanho do conjunto €y, ,, considerando
algum critério de tamanho. Visto que (. , ¢é
um conjunto elipsoidal, um dos seguintes critérios
cldssicos de tamanho que pode ser usado: minimi-
zagao do volume, minimizagao do eixo secundario,
minimizacao do traco e também a minimizacao em
determinadas diregoes (Boyd et al., 1994). Op-
tamos, neste trabalho, pelo critério de tamanho
dado pela minimiza¢ao do volume.

O préximo teorema permite encontrar uma es-
timativa de volume minimo do conjunto atrator
do sistemas chaveado afim (1) sob chaveamento
arbitrario explorando a extensao do principio de
invariancia via multiplas fungoes auxiliares dada
pelo Teorema 6. Neste teorema a estimagao do
conjunto atrator é formulada como um problema
de otimizacao nao linear.

Considere o seguinte problema de otimizagao,

Otimizagao 1

minimize — In(det(Py,)) (13)

sujeitoa P, >0, VpeP (14)
Qp <0, vpeP (15)
P, —P, <0, VpeP (16)
P,— Py <0, YpeP (17)
)\max(P]VI)ZZQ) -1< O, Vp epP (18)
Py >0, (19)
Py >0, (20)

em que
2([(bp + Apd) By || }
Zp =19~ ,Vp € P,
’ { e (@) P



P, e R"™", Ype P, P,,PycR"™"
Qp = ALP, + P,A,Wpe P, deR".

Teorema 7 Suponha que a (N + 3)-upla
(P1,...,Pyx, Py, Pr,d) seja solugdo do Problema

de Otimizacao 1. Ainda, considere que a Su-
Amax(PM)

posicdo 1 seja vdlida e €; > Nonin (P
Vi € {l,....N + 1}. Entdo, Qq,., € uma
estimativa de volume minimo do conjunto atrator
do sistema chaveado afim (1) sob chaveamento
dwell-time arbitrdrio, ou mais precisamente,
toda solugio @(t,x9) € Saweu tende para o
maior conjunto fracamente invariante contido em

QEN+1 :

ej—l:

Prova: Para provar esse resultado, considere que
a (N + 3)-upla (P, ...,Pr, Pm, P, d) é uma so-
lugao do Problema 1. Observamos que das restri-
¢oes (14) - (15) e das NV primeiras coordenadas da
solucao do Problema de Otimizacao 1 é possivel
escrever as fungdes escalares V,, dadas por (3) tal
que (4) seja satisfeita. Utilizando (16) e (17), te-
mos que a desigualdade (8) é verificada. Assim,
podemos definir as funcées «(z) e f(z) como em
(9) tal que (10) seja satisfeita. Reescrevendo (18)
temos Amax(Pa)zp < 1, Vp € P, ou seja, pelo
Lema 2 é possivel garantir a inclusdo (11), onde
/\max(PM) .

by=1,4; > Nenin(Pr) i1, Vj € {1,...,N+1} e
z é dado por (7). Ainda, temos por hipdtese que a
Suposicao 1 é satisfeita. Portanto, como todas as
hipéteses do Teorema 6 sao satisfeita, tem-se que
toda solugéo do sistema chaveado afim (1) sob cha-
veamento dwell-time arbitrario, p(t,x0) € Saweil,
zo € IR", é atraida para o maior conjunto fra-
camente invariante de g, ,. A demonstracao ¢
finalizada levando em conta que o volume de €y,
onde £y = 1, é proporcional a (det(P,,))'/? e mini-
mizar este determinante é o mesmo que minimizar
—In(det(Pp,)).

O

Obtemos as matrizes definidas positivas
Py,...,P,, Py, Pyy € R"™" e os vetores d € R",
que satisfazem o Teorema 7, resolvendo o Pro-
blema de Otimizacao 1 por meio de algoritmos
numéricos. Assim, o cdlculo da (N + 3)-upla
(P1,...,Pyx, P, Pr,d) feito dessa forma, é siste-
matizado e ao mesmo tempo tende a melhorar a
estimativa do conjunto atrator.

O procedimento abaixo tem o intuito de ex-
plorar o Teorema 7 de modo a sistematizar a
obtencao de uma estimativa do conjunto atrator
sendo valida a inclusdo (11), onde, pelo Teorema
6, o conjunto elipsoidal £)y,, , serd uma estimativa
de volume minimo do conjunto atrator do sistema
chaveado afim sob chaveamento dwell-time arbi-
trario.

Procedimento 1

e Entrada: A4,, b,, p € P.

e Saida: ., (estimativa do conjunto atra-
tor do sistema chaveado sob chaveamento
dwell-time arbitrario (1))

1. Obtenha as matrizes definidas positivas
Py, ..., Py.yy Ppy Py € R " e o
vetor d € IR", resolvendo o Problema de
Otimizagao 1.

2. Sendo ¢y = 1. Para j € {1,... N + 1},

)\max(P]\/I)

)\min(Pm)

3. Calcule o volume do conjunto $y,,, ;.

* calcule £; > 4y,

A seguir, o Teorema 7, através do Proce-
dimento 1 descrito acima, é aplicado para esti-
mar o conjunto atrator do sistema chaveado afim
(1) sob chaveamento dwell-time arbitrério de dois
exemplos numéricos. As simulagoes numéricas fo-
ram realizadas com o auxilio do software Matlab.
Além disso, na resolucdo dos exemplos foi utili-
zado a fung@o ga, pertencente ao software Matlab
e presente na Global Optimization Toobox, que é
um Algoritmo Genético que explora a técnica de
otimizagao heuristica, inspirada pela evolugao bi-
olégica, para a resolucao do problema de otimiza-
¢ao.

Exemplo 1 Considere o sistema chaveado afim

&= AT + bo(t), z € IR?, (21)
em que, o(t) € P ={1,2,3} e
[ —2 0 | -2
Al* I 1 _5_; bl* 1 _,
[ -1 —5 ] [ —1 ]
A2: I 2 _3-; b2: i % -7
[ —1 1 ] [ —1]
A32_71 -2 |’ b3:_ 0 |

Conforme descrito no Procedimento 1, ao resolver
o Problema de Otimizacao 1, obtemos a solucao
otima local:

p o [1.6963 01545  _ [1,5044 0,1184
1710,1545 1,4947°° 2~ [0,1184 1,5533|"°
p. _ [16873 01662] , _ [1,5907 0,1333
37 10,1662 1,5016/°° ™ ~ |0,1333 11,4902’
po_ [1.6999 01307 [ —0,4230
M= 10,1397 1,5580] ¢ T | —0,1154 |

Também obtemos os escalares £y = 1,0000,
0 = 1,2771, 45 = 1,6312, ¢3 = 2,0836 ¢ ¢y =
2,6613. Desse modo, temos definido a regiao elip-
soidal §y, centrada em d com wvolume minimo
vol (Qg,) = 5,4508 u.v. Portanto, pelo Teorema



7, toda solug¢do v, (+)(t,x0) € Sqwen € atraida para
um conjunto fracamente invariante em $y,, isto
é, o congunto atrator do sistema (21) sob chavea-
mento dwell-time arbitrdrio estd contido no elip-
soide Qy,. As Figuras (1)-(2) idlustram a simu-
lacdo no dominio do tempo para a condi¢do ini-
cial Tog = [4 %]/ e chaveamento com dwell-time
h = 0,2 seqgundos.

VVp(z)(Apz + by)

Figura 1: Gréfico da derivada das multiplas fun-
¢oes auxiliares ao longo da solugao do sistema cha-
veado afim (21) com condigdo inicial zo = [4 1]’
e do sinal de chaveamento o(t) com dwell-time

h=02s.

Zo

Figura 2: Plano de fase e solugao (¢,x9) com xg =
[4 %]/ e dwell-time h = 0,2 s.

Exemplo 2 Considere o sistema chaveado afim

&= Ast)T + b (1), z e R, (22)
onde, o(t) € P={1,2,3} e

[ -6 —2 1 ] [ 1

A=1| 3 -1 o0 b= | 2
| 3 0 -5 | | -3

[ -7 1 0 [ —1

Ay=| 0 —4 0 by= | 1
L0 0 -5 | 2

-8 -2 5 1

As=1| 3 -1 1 bs=| 0
1 0 -4 0

Por meio do Problema de Otimizacao 1 do Teo-
rema (7), obtemos a solugcdo dtima local:
[ 11,2532 0,3711 0,1662 |
P = 03711 1,3136 0,2880 |,
| 0,1662 0,2880 1,3113 |
[ 11,3676 0,2708 0,2135 |
P, = 0,2708 1,3973 0,2551 |,
| 0,2135 0,2551 11,3320 |
[ 11,2615 0,3620 0,1854 |
P; = 0,3620 1,2929 10,2880 |,
| 0,1854 10,2880 11,3483 |
[ 1,2474 0,3601 0,1645 |
P, =1 03601 1,2925 0,2848 |,
| 0,1645 0,2848 1,3107 |
[ 11,3731 0,2714 0,2000 |
Py = | 02714 1,3975 0,2535 |,
| 0,2000 0,2535 1,3669 |
ed=[ —0,0572 0,7658 0,0164 | .
Também obtemos os escalares £o = 1,0000,

6 = 2,0968, ¢ = 4,3977, ¢35 = 9,2234, {4, =
19,3447. Desse modo, tem-se definido a Tegido
elipsoidal €3y, centrada em d com volume minimo
vol (Qg,) = 19,3447 w.v.. Portanto, ainda pelo
Teorema 7, toda solucdo @, (1)(t,x0) € Sawen €
atraida para um conjunto fracamente invariante
em Qy,, isto €, o conjunto atrator do sistema (22)
sob chaveamento dwell-time arbitrdrio estd con-
tido no elipsoide Qy,. As Figuras (3)-(4) ilustram
a simulagdo no dominio do tempo para a condig¢do
inicial zg = [9 4 5] e chaveamento com dwell-
time h = 0,2 segundos.

el i st st 4 Vv wdd v

Figura 3: Gréfico da derivada das multiplas fun-
¢oes auxiliares ao longo da solugao do sistema cha-
veado afim (21) com condi¢ao inicial xg = [9 4 5]
e do sinal de chaveamento o(t) com dwell-time
h=0,2s.



Zo

Figura 4: Plano de fase e solugao ¢(¢,x0) com xg =
9 4 5] e dwell-time h = 0,2 s.

5 Conclusao

Este artigo, explora multiplas fungoes escalares
para estudar comportamento assintético das so-
lugoes dos sistemas chaveados afins sob chavea-
mento dwell-time arbitrarios. Obtivemos estima-
tivas do conjunto atrator de sistemas chaveados
afins para qualquer chaveamento dwell-time ado-
tado em termos de um conjunto de nivel elipsoidal.
No intuito de ampliar a abrangéncia dos resulta-
dos obtidos neste trabalho, pretende-se, no futuro,
abordar uma lei de chaveamento dependente do
estado com a finalidade de obter estimativas de
atratores mesmo na presenga de subsistemas ins-
taveis. Uma abordagem baseada em otimizagao
nao linear foi proposta para calcular, garantindo
o volume minimo, estimativas do conjunto atra-
tor de sistemas chaveados afins sob chaveamento
dwell-time arbitrario. Os resultados numéricos re-
velaram a efetividade dos resultados tedricos ob-
tidos neste trabalho.
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