Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XXIV Congresso Brasileiro de Automatica - CBA 2022, 16 a 19 de outubro de 2022

Estabilizagao Paralela Distribuida de Sistemas
Nebulosos de Takagi-Sugeno Utilizando Funcoes
de Lyapunov Polinomiais Homogéneas no Estado *

Yara Q. Marinho, Ricardo C. L. F. Oliveira, Pedro L. D. Peres

Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagao,
Universidade Fstadual de Campinas — UNICAMP
Av. Albert Finstein, 400, 13083-852, Campinas, SP, Brasil
(yquillesmarinho@gmail.com, {ricfow,peres} @Qdt.fee.unicamp.br).

Abstract: This paper proposes an iterative algorithm based on linear matrix inequalities (LMIs)
for the synthesis of state feedback controllers through distributed parallel compensation of
Takagi-Sugeno fuzzy systems using homogeneous polynomial on the state Lyapunov functions.
The proposed technique explores LMI conditions where the state-feedback gains appear linearly,
so they can be treated directly as decision variables of the optimization problem, allowing the
imposition of magnitude limitations on the gains in a straightforward way. The use of the decay
rate as an objective function for the designed controller is also an immediate extension of the
iterative algorithm, since it employs a relaxation directly related to such performance criterion.
Numerical examples are used to compare the proposed method with another technique available
in the literature based on quadratic Lyapunov functions, demonstrating the advantages of the
proposed approach.

Resumo: Este artigo propoe um algoritmo iterativo baseado em desigualdades matriciais lineares
(do inglés, Linear Matriz Inequalities — LMIs) para a sintese de controladores por realimentagao
de estados por meio da compensacao paralela distribuida de sistemas nebulosos Takagi-Sugeno
utilizando fungoes de Lyapunov polinomiais homogéneas no estado. A técnica proposta explora
condicoes LMIs nas quais os ganhos de realimentagao de estado aparecem de forma linear,
de modo que estes podem ser tratados diretamente como variaveis de decisao do problema de
otimizagao, possibilitando a imposicao de limitagoes de magnitude dos ganhos de modo imediato.
A utilizacdo da taxa de decaimento como funcdo objetivo do controlador projetado também
é uma extensao imediata do algoritmo iterativo, visto que este se utiliza de uma relaxacao
diretamente relacionada a tal critério de desempenho. Exemplos numéricos sao empregados
para a comparacgao do método proposto com outra técnica disponivel na literatura baseada em
fungoes de Lyapunov quadraticas, demonstrando as vantagens da abordagem proposta.
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1. INTRODUCAO

De turbinas edlicas (Georg et al., 2012) a sistemas mi-
croeletromecénicos (Younis, 2012), na prética o compor-
tamento dinamico da maioria dos sistemas pode ser con-
siderado néo linear. Ainda que o controle linear seja uma
area madura e bem consolidada, com uma ampla variedade
de métodos e ferramentas com sucesso comprovado, essa
técnica pressupoe que o sistema dinamico opere em torno
de uma pequena faixa na qual o comportamento linear
pode ser assumido (Slotine and Li, 1991). Assim, quando
as fontes de nao linearidades que foram desprezadas pas-
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sam a influenciar a dinamica do sistema, sua operacao no
regime linear nao é mais garantida, e uma descrigao das
dinamicas nao lineares que permita o projeto de sistemas
de controle com garantias de estabilidade, desempenho e
robustez se faz necessaria. Nesse caso, uma opgao é o uso
de sistemas nebulosos Takagi-Sugeno (T-S) (Takagi and
Sugeno, 1985). Usando a estratégia de modelagem por
nao linearidade de setor (do inglés, sector nonlinearity),
um modelo T-S representa de maneira exata o sistema
nao linear em uma regiao compacta do espaco de esta-
dos contendo a origem por meio da combinacao difusa
de submodelos lineares (Tanaka and Wang, 2001; Tanaka
and Sugeno, 1992). Dessa maneira, métodos de andlise de
estabilidade e de sintese de controladores originalmente
desenvolvidos para sistemas lineares podem ser adaptados
para tratar essa classe de sistemas ndo lineares (Guerra
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and Vermeiren, 2004; Klug et al., 2015; Quadros et al.,
2022).

No projeto de controladores para sistemas nebulosos T-S,
a compensacao paralela distribuida (do inglés, Parallel
Distributed Compensation — PDC) permite que, para
cada modelo linear local, um controle por realimentagao
linear seja projetado; o controlador resultante — que em
geral é nao linear — é uma combinagao difusa de cada
controlador linear individual (Wang et al., 1996). Se as
condicoes de estabilidade ou sintese sao representadas em
termos de desigualdades matriciais lineares (do inglés,
Linear Matriz Inequalities — LMIs), o problema pode ser
numericamente resolvido utilizando técnicas de otimizacao
convexa implementadas em pacotes computacionais de
eficiéncia comprovada (Boyd et al., 1994; Gahinet et al.,
1995; Sturm, 1999).

Particularmente sobre o problema de estabilizagao PDC de
sistemas T-S continuos no tempo, inicialmente destacam-
se os resultados baseados na fungdao quadrética de Lya-
punov, que foram progressivamente aprimorados por meio
de técnicas de relaxacdo (Tanaka et al., 1998; Kim and
Lee, 2000; Liu and Zhang, 2003; Teixeira et al., 2003;
Fang et al., 2006), culminando com as relaxagoes conver-
gentes (Sala and Arino, 2007; Montagner et al., 2009). A
principal vantagem dessa técnica é a nao necessidade de
tratamento da derivada das fungoes de pertinéncia, pois a
funcao de Lyapunov é construida com uma matriz cons-
tante. Fungoes de Lyapunov menos conservadoras — que
em geral requerem um tratamento das derivadas das fun-
coes de pertinéncia — também emergiram como alterna-
tivas & funcao quadrética, e nesse contexto mencionam-se
as fungoes nebulosas com dependéncia afim (Tanaka et al.,
2003; Mozelli et al., 2009) e polinomial (Tognetti et al.,
2011a) nas fungoes de pertinéncia, e as fungoes integrais de
linha (Rhee and Won, 2006; Tognetti et al., 2011b; Mozelli
et al., 2009). Por sua vez, fungdes de Lyapunov polinomiais
homogéneas de graus maiores do que dois provaram-se
menos conservadoras na anélise de estabilidade robusta de
sistemas lineares com incertezas variantes no tempo (Ze-
lentsovsky, 1994; Blanchini and Miani, 1999) quando com-
paradas com funcgdes de Lyapunov quadraticas. Apesar
disso, tal classe de fungoes de Lyapunov ainda foi pouco
explorada no contexto de sintese de controladores (Chesi
et al., 2009), pois as técnicas conhecidas de linearizagao
— como transformacgoes de congruéncia e mudancas de
variaveis — em geral nao sao aplicaveis.

Este trabalho aborda o problema de controle PDC por
realimentacgao de estados para sistemas T-S continuos no
tempo cujas taxas de variacao das fungoes de pertinéncia
nao estdao disponiveis. A técnica proposta consiste em
empregar fungoes de Lyapunov polinomiais homogéneas
de grau arbitrario no estado, generalizando os resultados
baseados na funcdo quadratica. A técnica de sintese é
formulada considerando-se um problema convexo de otimi-
zacao baseado em LMIs, que sao resolvidas iterativamente
em um algoritmo com convergéncia local em que tanto a
matriz de Lyapunov quanto a matriz em malha fechada
do sistema T-S aparecem de forma afim nas condigoes.
O método é inspirado no algoritmo iterativo para estabi-
lizagao robusta de sistemas lineares proposto por Felipe
and Oliveira (2021). Ademais, sendo o ganho de controle
tratado diretamente como uma variavel de otimizacao, é
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possivel impor facilmente restricbes de estrutura ou li-
mitacoes de magnitude as matrizes do controlador sem
conservadorismo adicional. Outra possibilidade imediata
é o uso da taxa de decaimento (do inglés, decay rate) das
trajetorias como um critério de desempenho, uma vez que
o algoritmo iterativo utiliza-se de uma relaxagao na esta-
bilidade diretamente relacionada a esse critério. Exemplos
numeéricos sao utilizados para a andlise comparativa entre
o método proposto e outras técnicas da literatura baseadas
em fungoes de Lyapunov quadréticas.

Notagao. O conjunto dos ntmeros naturais é denotado
como N, enquanto R denota o conjunto dos nimeros re-
ais; o conjunto das matrizes reais simétricas de dimensao
n X n é representado por S™. O conjunto definido como
A = {XeR": Y Ni=1X>0,i=1,...,r} é cha
mado simplex unitdrio. O sfmbolo (") indica a transposi-
c¢do da matriz ou vetor correspondente e He(A) = A+ AT.
A matriz identidade de ordem n é representada por I,
e a matriz nula de dimensao m x n por 0,,xn, embora
as dimensoes das matrizes sejam suprimidas ao longo do
texto quando inferidas facilmente pelo contexto. A notacao
A >0 (A < 0) indica que a matriz A é definida positiva
(negativa). A representagdo &7+ indica uma base para o
espago nulo da matriz o/. A notagao diag(Xy,..., Xn) re-
presenta uma matriz bloco diagonal formada pelos blocos
X;, i=1,...,N. A expressao X ® Y indica o produto de
Kronecker das matrizes X e Y, enquanto X é usado para
representar a i-ésima poténcia de Kronecker, ou seja

yi _ [X Xt i
1, i=0.

2. PRELIMINARES

Nesta se¢ao sao apresentados conceitos basicos necessarios
para a apresentacao do problema a ser investigado, bem
como as notacoes e defini¢oes utilizadas ao longo do artigo.

2.1 Polinomios homogéneos

O conjunto de polindomios homogéneos de grau d em n
varidveis escalares é definido como (Chesi et al., 2009)

Sna={hR SR @)= 3 ag),
q€EQn.a
sendo x € R"™, a; € R o coeficiente do mondémio z? e ¢
pertencente ao conjunto Q,q = {g€ N": Y " ¢ =d}.
Ou seja, um polinémio homogéneo é uma soma ponderada
de monomios de grau d.

Um polinémio homogéneo de grau 2m, h € =, 2, pode
ser representado em termos de 2{™} € R7(»™) (chamado
vetor de poténcias) utilizando-se uma matriz H € S7(™™)
tal que

h(z) = 2tm™T galmd (1)
em que
_(n4d-1)!
ond) = =

A expressao dada em (1) é conhecida como representacao
matricial quadratica (do inglés, Square Matricial Repre-
sentation — SMR) do polinémio homogéneo em relacao ao
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vetor de poténcias. Mais detalhes sobre essa representagao
podem ser encontrados em Chesi et al. (2009).

Considerando-se o conjunto
wsfpn,m = {L € Sa(nﬁm) : x{m}TLx{m} - 0; VSC S Rn} 9
(2)

e L(f) uma parametrizagao linear de .Z, ,,,, ou seja,

(n,m)
L= 3 AL 3

com w(n,m) = o(n,m)(1+o(n,m)) /2 —o(n,2m), B €
R (™) "o polinémio h(x) pode ser escrito como

h(z) = ™ T (H + L(B)) =™},
sendo essa a representagdo SMR completa de h(z) com
relacio a z{™},
O vetor de poténcias 21"} também permite a definicio do
conceito de matriz estendida. Considerando-se o sistema

&= Ax,

comx € R" e A € R"*" sendo m > 1 um inteiro, a matriz
A# ¢ Ro(mm)xa(nm) & chamada matriz estendida de A se
satisfaz a relacao
dx{m} dximt
it dz (4)
= A#Fgim},

A matriz estendida pode ser expressa em termos de pro-
dutos de Kronecker por meio de operacoes lineares com as
entradas da matriz A, conforme o Teorema 1.

Teorema 1. Seja a matriz K,, € R"" %77 que satisfaz
2™ = Kt (5)
Entdo A% é dada por

m—1

A* = (K] K,) " K, <Z I®RA® 1) K. (6)
=0

Todos os elementos nao nulos da matriz K, sdo unité-
rios e podem ser diretamente obtidos comparando-se os
monomios dos lados esquerdo e direito da equagao (5). A
definigao detalhada pode ser encontrada em Chesi et al.
(2009).

2.2 FEstabilidade de sistemas nebulosos T-S

Introduzida por Takagi and Sugeno (1985), a represen-
tagao de sistemas nao lineares usando modelos nebulosos
T-S se vale de regras Se-Entao, expressando as dinamicas
locais de cada implicacao por meio de uma fungao poli-
nomial (Taniguchi et al., 2001). Essas fungoes, também
denominadas modelos locais, possuem usualmente uma
forma afim em seus argumentos — embora sistemas fuzzy
T-S lineares, sem o termo constante, sejam mais comuns
em sistemas de controle, pois adequam-se naturalmente a
andlise e ao projeto baseados na teoria de Lyapunov (Ta-
naka and Wang, 2001).

Para o sistema nao linear cuja dinamica pode ser repre-
sentada no espago de estados por

#(t) = f(2(t) x(t) + g (x(t)) u(t) (7)
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a i-ésima regra do modelo fuzzy T-S é da forma (Wang
et al., 1996; Tanaka and Wang, 2001):

Se z1(t) é Miz e ... e zp(t) é My,
Entao (t) = A;x(t) + Byu(t), i=1,2,...,r

em que M;; é o conjunto fuzzy, r é o ntimero de regras
do modelo, z(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R? é o
vetor de entradas, A; € R"*" ¢ B; € R"*? sao as matrizes
dos modelos locais, e z(t) = [z1(t), ..., 2p(t)] s@o varidveis
premissas conhecidas que podem ser funcao das variaveis
de estado, de distirbios externos ou do tempo. Assim,
as regras Se-Entao representam relagoes locais lineares de
entrada-saida do sistema nao linear.

Dado um par (z(t), u(t)), a representacao final do sistema
nao linear por meio do sistema nebuloso ¢é inferida usando o
método do centro de gravidade (Wang et al., 1996; Tanaka
and Wang, 2001):

#(t) = Afa(z(1) x(t) + B(a(z(t) ult)  (8)

sendo
(A4, B) (a(2(t)) = Zai (2(t) (4, B),

e, para todo t, as fungdes de pertinéncia «a; (z(t)) sao
membros do conjunto simplex, ou seja,

a(z(t)) = [a1 (2() ... ar(z(£))]" € A,

Dessa forma, o sistema nao linear (7) pode ser aproximado,
com precisdo arbitrdria (Tanaka and Wang, 2001), pelo
modelo nebuloso T-S (8). Por simplicidade de notacao, a
dependéncia de o com relagao as varidveis premissas z e
ao tempo t é utilizada apenas se necessario.

A estabilidade assintética global da origem do sistema (8)
pode ser provada usando os conceitos apresentados, con-
forme o Teorema 2.

Teorema 2. Seja v : R* — R, v(z) = ™ TV2lm} com
V e S7™) uma funcio tal que

’UGEQO
v(r) >0V eR™, 2 #0
0(x) <0Ve e R", ©#0, Va € A,.

Entao v(z) é uma fungdo de Lyapunov polinomial ho-
mogénea (do inglés, Homogeneous Polynomial Lyapunov
Function — HPLF) de grau 2m para o sistema T-S (8)
que prova a estabilidade assintética global da origem do
sistema (Chesi et al., 2009).

No caso em que m = 1, a HPLF fornece as condigoes de
estabilidade quadratica, amplamente conhecidas e aborda-
das na literatura.

Para o sistema fuzzy T-S (8), utilizando-se a compensagao
paralela distribuida para o projeto do controlador por rea-
limentacao de estados, cada regra de controle é projetada
para a regra do modelo T-S correspondente, ou seja,

Se 21(t) € My e ... e zp(t) é My,
Entao u(t) = K;z(t), i=1,2,...,r

Com isso, obtém-se a lei de controle u(t) = K (a)x(t), com

K(Oé) = ZO[Z'KZ', o€ AT.

=1
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O sistema T-S pode, entao, ser representado em malha
fechada como

i(t) = Aa(a)a(t),  Aa(a) = Ala) + B(a)K(a).  (9)

Utilizando-se uma fung¢ao de Lyapunov polinomial ho-
mogénea, como definido no Teorema 2, é necessario que
v(z) > 0, Vo € Ry. Pela representagao SMR, v(z) =
M Ty2imt ou seja, V > 0. Além disso, impoe-se () <
0, Vz € R}, Yo € A,, ou seja,

o(x) = &M Tygimd 4 pim} Ty pim} (10)
e, conforme a definigdo de matriz estendida (4):
o(@) = 2T (AR @V + VAL (@) 2™, )

ou seja, He (VAf?(oz)) < 0. Portanto, para que v(z) seja
uma HPLF para o sistema nebuloso T-S é suficiente que
as condigoes do Teorema 3, apresentado a seguir, sejam
satisfeitas.

Teorema 3. Seja um inteiro m > 1 e L(3) dado em (3)
uma parametrizagao linear do conjunto .%, ,, (2). Dado
K(a) € R7*" se existirem 0 < V € S7(™) e g € R@(mm)
tais que

He (VA7 () + L(8) < 0, Va € A, (12)
entdo v(x) = 2™ TVeimt ¢ uma funcio de Lyapunov
polinomial homogénea de grau 2m para o sistema T-S (9)
que prova a estabilidade assintética global da origem desse
sistema.

De (12), é possivel notar a presenga do produto da matriz
de Lyapunov V pelo controlador K(«), resultando em
desigualdade matricial bilinear (do inglés, Bilinear Matriz
Inequality — BMI). Exclusivamente para o caso m = 1,
é possivel contornar esse problema empregando transfor-
magoes de congruéncia e mudangas de varidveis, conforme
métodos disponiveis na literatura (Montagner et al., 2009).
Contudo, para m > 2, essas técnicas nao mais podem ser
aplicadas. No presente trabalho, por outro lado, propoe-se
desacoplar esse produto, obtendo-se condicoes LMIs que
podem resolvidas iterativamente, seguindo a metodologia
proposta por Felipe and Oliveira (2021). Para tanto, as
condigoes do lema de Finsler, que podem ser encontradas
em (de Oliveira and Skelton, 2001), sdo fundamentais.

3. RESULTADO PRINCIPAL

Para desacoplar o produto entre a matriz de Lyapunov
e a matriz dinamica de malha fechada do sistema T-
S, é possivel reescrever (10), somada & parametrizacio
linear (3) do conjunto (2), na forma
T L) v [otm
. x x
= 13

() [x-{m}] [ v 0] [x-{m}] ’ (13)

sendo

{m}
. {m m x
it = A% ()™ = (A% () —1] Lb{m}} =0. (14)

Portanto, combinando-se (13) e (14), tem-se a forma
O(z) = 2" 21 < 0,V%Br = 0, 2 # 0 do Lema de Finsler.
E possivel, assim, identificar

2= [L‘(/m ‘ﬂ . B(a) = [A%(a) -1],
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e escrever a condicao equivalente:

32 2+ He (X %) <0=

3 (a) : {L‘(/ﬂ) ‘6} +He ({gggg (A% (a) I]), (15)
sendo a varigvel de folga 2 (o) - [FT(a) GT(a)}.
Reescrevendo na forma

L vV AR )] [ I 0
|:]OF(04)] 1(/6) 0 Cl_[( ) 0 I <0,

07 G(Oé) AZ(O&) 7 0 _FT(a) GT(Oé)

identifica-se B+ T 2%+ < 0 do Lema de Finsler. Assim,
a condicao com varidveis de folga pode ser novamente
aplicada, obtendo-se a condigao equivalente

L)V AL ()

32 () - vo.o0o -I + He (2 (a)%(0)) < 0,
A%(a) -1 0
(16)
X1 (@)
Z () = X2(0<)] , Bla) = [Yi(a) Ya(a) Ya(@)],
X3(a)

sendo que % (o) #* (o) = 0 implica

{F(a) = - (ma)*ma)):
Gla) = — (Ya(a) " Va(a)

A condigio (16) garante X3(a)Yz(a) + Y5 (@) X4 () < 0
e, assim, X3(a) e Y3(«) s@o nado singulares e invertiveis.
Desse modo, sendo a € A, para que o sistema nebuloso
T-S com realimentacao de estados seja estavel é suficiente
que as condigoes do Teorema 4 sejam atendidas.

Teorema 4. Sejam os inteiros m > 1 e d > 0, e L(B)
dado em (3) uma parametrizacdo linear de .2, ,, (2).
Se existirem matrizes 0 < V € S7™™) | K(a) € RI*",
%(Oé) c RSO’(n,m)Xa(n,m)’ %(Oé) c Ra(n,m)x3a(n,m) e
B € R¥(™) tajs que as seguintes BMIs robustas sejam
satisfeitas,

r d
(Za) (e@(a)+He(%(a),%’(oe)))<0, (17)

para todo a € A, com

L) V AL ()
Q(a) = V. 0 -1 )
A#(a) -1 0
entdo v(z) = 2z TVzimt ¢ uma funcio de Lyapunov

polinomial homogénea de grau 2m para o sistema T-S (9)
que prova a estabilidade assintética global da origem do
sistema.

O parametro d utilizado na desigualdade (17) tem relagao
com a aplicacio de relaxagoes de Pdlya (Oliveira and
Peres, 2007), que sdo tteis uma vez que as varidveis de
otimizacao do problema sao aproximadas por polinémios
de modo a viabilizar uma solu¢ao numericamente imple-
mentavel — em geral conservadora — para as condicoes
do Teorema 4. Outros detalhes sobre esse aspecto sao
fornecidos mais adiante.

Como a matriz em malha fechada do sistema T-S e a ma-
triz de Lyapunov aparecem linearmente nas condigoes do
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Teorema 4, uma extensao direta é a possibilidade de traba-
lhar com restricoes de magnitude impostas as matrizes do
controlador através de restrigoes lineares e, portanto, sem
a insercao de conservadorismo adicional usado em técnicas
classicas na forma de restrigoes nas estruturas das variaveis
de otimizacao. Para isso, basta impor que as condigoes
LMIs do Teorema 4 sejam resolvidas conjuntamente com
as restrigoes

KzZszn; KiSKmaz; iil,...,?"

em que Kp,in € Kinge 520 matrizes dadas.

(18)

Por outro lado, as condicoes do Teorema 4 sao BMIs
devido ao produto 2 %. Para resolvé-las, é utilizado um
algoritmo iterativo com convergéncia local, que parte de
uma solugao inicial factivel com a fixacao de algumas va-
ridveis — mais precisamente as matrizes de 8 —, fazendo
com que as condigoes se tornem LMIs. A factibilidade das
condigoes, entretanto, pode ser mantida aplicando uma
relaxagao na estabilidade do sistema.

A relaxacdo consiste na substituigdo da matriz dindmica
A% (a) por (Ag(a) — pD)*, com a qual se garante que
as condigoes do Teorema 4 sao factiveis para um valor
suficientemente elevado de p. Como aparece de maneira
afim nas condicoes, p pode ser considerado como uma fun-
¢ao objetivo a ser minimizada no procedimento iterativo,
sendo que o ganho de realimentagao de estados obtido para
o sistema T-S se torna estabilizante quando p atinge um
valor nao positivo. Outra caracteristica interessante é o
fato de que —p corresponde ao decay rate, sendo esta o
maior valor de ~ tal que

Jim exp(yt)Ja(t)]| = 0

para todas as trajetérias x(t) (Boyd et al., 1994), com
valores positivos indicando estabilidade do sistema. Em
termos da funcao de Lyapunov, um limitante inferior para
o decay rate corresponde a v > 0 tal que 0(x) < —2yv(z).
Pela expressao de v(z) em termos da matriz estendida (11),
a condicao para o limitante do decay rate equivale a
substitui¢do de Aﬁ(a) por (Ag(e) +~vI)*, ou seja, o
decay rate corresponde a —p, podendo ser maximizado ao
minimizar p.

Para iniciar o método iterativo, é fundamental partir

de uma solucao factivel, que pode ser obtida conforme
descrito no teorema a seguir.

Teorema 5. Seja a condicao inicial

By =[I1-I].

Entao, a desigualdade do Teorema 4 ¢é satisfeita com
2 = —poA] /2 para algum py > 0.

Prova. Considerando-se a definicao da matriz estendida em
termos de produtos de Kronecker (6), é imediato verificar

que (A + B)# = A% 4+ B#. Com isso, a relaxacio proposta
pode ser escrita como (Ag(a) — p)¥ = Aﬁ(a) — pl,
com a matriz identidade de dimensao apropriada. Assim,
substituindo-se Aﬁ(a) por Aﬁ(a) —pol, B = % e

2 = —po# na condicao do Teorema 4, tem-se:
L(B) = pol V = pol A%T(e)
Vi—pol  —pol (po—1)I| <O0.
Afa)  (po—1I  —pol
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Escolhendo V' = poI e L(B) = 0, a condi¢do anterior pode
ser escrita como:

—pol 0 AﬁT(a)
0 —poI (po — 1)[ < 0.
A%() (po— 1T —pol

Aplicando-se a esta condi¢ao o complemento de Schur (Boyd
et al., 1994), tem-se pg > 0 e

1 A*T (o
i+ [48(0) (o~ 1) (=) | 427 |
= (2p0 - 1) I— Aﬁ(a)AﬁT(Q) > 0,

que é satisfeita para todo py > 0 tal que 2py — 1 é maior
que o raio espectral de Aﬁ (a)AﬁT(a), Va € A,.

A caracteristica primordial da estratégia utilizada neste
trabalho e que permite a solucao do problema de maneira
iterativa é o fato de que He (%,%’) = He (,%’T %T). Assim,
todo 2 T é uma escolha vélida para 4 na préxima itera-
¢ao. A convergéncia local do procedimento iterativo, com
p nao crescente, pode ser provada supondo a factibilidade
das condicoes do Teorema 4 em uma dada iteracao k.
Como He (%%’) = He (%’T%T), as condigoes do Teo-
rema 4 continuam factiveis na iteracao k + 1 com as esco-
lhas particulares Qx11 = Dy ¢ Zpr1 = ,%’,j, garantindo
que pr+1 < Pk

Baseado nos resultados apresentados, é proposto o Algo-
ritmo 1, consistindo em um procedimento iterativo para
computo do ganho de realimentagdo de estados K («)
sujeito a uma limitacao de magnitude e que atenda ao
critério de desempenho dado por determinado decay rate
ou que encontre o maximo valor possivel para tal critério.
Os parametros de entrada sdo as matrizes A(a) e B(w)
dos modelos locais do sistema T-S, o grau m (sendo o
grau da funcao de Lyapunov polinomial homogénea cor-
respondente a 2m), o ntmero maximo de relaxagoes de
Pélya dpqz, 0 nimero maximo de iteragdes ity,q., a con-
digao inicial %y, a restricao dos ganhos K, € Kpin €
o decay rate alvo 7,. Além desses, a tolerancia £ também
é um parametro de entrada, sendo utilizada para avaliar
a evolucao de p entre duas iteracoes consecutivas. Caso
nao seja observada evolucao significativa do parametro p,
correspondendo a um minimo local encontrado pelo algo-
ritmo, o conservadorismo da solugao da desigualdade (17)
é reduzido ao aumentar o niimero d de relaxacoes de Poélya.
Essa operagao pode ajudar o algoritmo a sair do minimo
local.

Gragas a forma de Kronecker do Teorema 1, a operagao de
extensao preserva a estabilidade do sistema. Desse modo,
caso as condigoes do Teorema 4 sejam factiveis para uma
funcao de Lyapunov polinomial homogénea de grau 2m,
entao a factibilidade é garantida para uma HPLF de grau
2km, sendo k > 1 (Chesi et al., 2009). E possivel, portanto,
produzir condicoes iniciais factiveis para um certo grau
2km a partir do ganho e do decay rate calculados para um
grau inferior 2m, conforme apresentado no Teorema 6.

Teorema 6. Sejam K,(a) € ppm = —Ymax calculados a
partir do Algoritmo 1 para uma HPLF de grau 2m. Uma
solugao inicial factivel para uma HPLF de grau 2km,
k > 1, é dada por

B = [FT(OA) GT(OA) —I]
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Algoritmo 1 Estabilizacao robusta
Entradas: A(«), B(a), m, dmaz, itmazs 1y Kmin, Kmaz
’Yaa 65

1k 0; d + 0; A% () « (A(e) + B(a)K(a) — p)¥;
2: Enquanto k < it,,,, Resolva

3: k+—k+1;

4: minimizar p sujeito a (17) e (18);
5: %kJrl “— %T;

6: Se —pj > v, Entao

7 Retorna v,,q, = —pi, K(a), V;
8: Fim Se

9: Se pi—1 — pr < € ed < dpg, Entao
10: d+—d+1,;

11: Senao

12: Retorna v,,q, = —pi, K(a), V;
13: Fim Se

14: Fim Enquanto

15: Retorna 4. = —pi, K(a), V;

em que F'(a) e G(«) sdo matrizes solugdes da condigao (15)
comV >0e

Aﬁ(a) = A(a) + B(a) Ky (@) — pm 1.
Prova. Imediata a partir da equivaléncia entre (15) e (16).

O Teorema 6 é particularmente importante no caso em
que solugoes para m = 1 estao disponiveis, obtidas pelo
préprio método iterativo ou por outras técnicas, como as
de Montagner et al. (2009) ou Sala and Arino (2007). O
procedimento de inicializacao proposto pode se beneficiar
dessas solugoes para procurar solugoes para m > 2 que
fornegam melhor decay rate, ou que sejam capazes de
tratar as restrigoes de magnitude nos ganhos com menor
conservadorismo, inclusive no caso m = 1.

4. EXPERIMENTOS NUMERICOS

As condigoes do Teorema 4 sao resolvidas com o auxilio
do parser ROLMIP (Robust LMI Parser), que aplica
uma relaxacdo para transformar a LMI robusta (17),
que depende de @ € A,, em um conjunto finito de
LMIs (Agulhari et al., 2019; Oliveira and Peres, 2007).
As varidveis de otimizacdo sdo fixas como polindmios
homogéneos de grau um, e a matriz L(S) é construida de
acordo com o algoritmo proposto em Chesi et al. (2009). A
implementagcao foi realizada no Matlab 9.4 (R2018a), com
o resolvedor Mosek 9.3.18 (Andersen and Andersen, 2000),
em um computador com sistema operacional Windows 10
64 bits, processador Core i7 e 8 GB de memoéria RAM.

Exemplo 1: Neste exemplo, é avaliada a regiao de factibi-
lidade fornecida pelo controlador PDC por realimentagao
de estados para o sistema considerando-se a variagao dos
pardmetros a € {2,3,4} e b € {20,25,30,35,40} com
modelos locais dados por (Tanaka et al., 1998)

e [ [ e[ e o

No Algoritmo 1, nenhuma restrigio de magnitude dos
ganhos é imposta em principio e o decay rate alvo é
estabelecido como v, = 0, uma vez que se deseja obter
simplesmente os ganhos estabilizantes. O nimero méximo
de iteragoes é it 4, = 150, 0 niimero maximo de relaxagoes
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de Pélya em dymer = 5 € a tolerancia € = 1075, Testes
foram realizados para grau 2m = 2 da HPLF e a condigao
inicial %; foi obtida por meio do Teorema 5. A técnica
proposta é comparada com as condigbes LMIs nao itera-
tivas programadas com base em Montagner et al. (2009)
(MOPO09) para fungdes de Lyapunov quadriticas. Os re-
sultados obtidos sao os mesmos para ambos o métodos,
com controladores estabilizantes projetados para todos os
pontos a X b.

Por outro lado, a superioridade de desempenho do algo-
ritmo proposto fica evidente ao impor limitantes para a
magnitude do ganho. No caso de MOP09, essa restricao
implica na necessidade de trabalhar com uma matriz de
Lyapunov diagonal cujas varidveis sao limitadas em funcao
da magnitude do ganho desejada, implicando em condicoes
LMIs mais conservadoras. Aplicando-se, entao, a técnica
de MOPOQ9 ao sistema (19) com tal restrigdo da matriz de
Lyapunov a fim de atender |K(a)| < 5, ndo é possivel
encontrar ganho estabilizante para nenhum dos pontos
(a,b) mapeados, mesmo que o grau das relaxagoes de
Pélya ou das variaveis de folga seja elevado. O algoritmo
iterativo, por outro lado, garante que o sistema seja estavel
pela realimentacao de estados em toda a regiao mostrada
na Figura 1 com HPLF de grau 2m = 4. Nessa, os
resultados para HPLF de grau 2m = 2 foram utilizados
para inicializar o algoritmo com grau 2m = 4, conforme o
Teorema 6.

w0 e . .
® 2m =
® 2m =2
35+ @ [ ] [ ]
b3l e . .
25+ @ [} [ ]
20 r
2 3 4
a

Figura 1. Regiao de factibilidade do controlador estabi-
lizante por realimentacao de estados com limitacao
de magnitude (|K(«)| < 5) para o sistema (19) em
funcao dos parametros a e b. Os circulos indicam
factibilidade do algoritmo iterativo com inicializacao
por meio do Teorema 5 para HPLF de grau 2m =2 e
do Teorema 6 para grau 2m = 4.

Exemplo 2: Seja o sistema nebuloso T-S (criado aleatoria-
mente com nimeros inteiros) cujas matrizes dos modelos

locais sao:
7T =2
2 5 |,By= .
-2 =5
(20)

ar O O
— e

1 -4 -1 1
A1= 2*3*3,3124,A2:
3 -1 -1 1

Para este exemplo, deseja-se avaliar comparativamente o
desempenho das condigoes LMIs de MOPO09 e do algoritmo
iterativo proposto neste trabalho quando se considera
o controle por realimentagao de estados maximizando o
decay rate. No caso das condigoes de MOPQ9, é necessario
implementar um algoritmo de maximizagao. Optou-se por
utilizar o método da bissecao, com uma faixa de busca
de —1 a 5. Utilizando 48 varidveis de otimizagao (V) e
27 linhas de LMIs (L), obtém-se, em 6.05 s de tempo
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de execucao, o decay rate maximo de Ypmae = —0.0273,
indicando que as condigoes LMIs de MOP09 nao sao
capazes de encontrar ganhos estabilizantes para o sistema
em questao, sendo que o decay rate se mantém no valor
citado mesmo para graus mais elevados da relaxacao de
Pélya e das varidveis de folga.

Por outro lado, o decay rate maximo com controle PDC por
realimentagao de estados pode ser obtido diretamente pelo
Algoritmo 1 (utilizando-se decay rate alvo suficientemente
alto, v, = 200 por exemplo), de acordo com o explicitado
anteriormente, conforme os resultados mostrados na Ta-
bela 1, em funcao do grau 2m da HPLF utilizada. Na ta-
bela também é mostrado o nimero necessario de iteragoes
para a convergéncia do algoritmo, bem como os nimeros
V e L, além do tempo total demandado pelo algoritmo.
E importante ressaltar que para 2m = 2 o algoritmo foi
inicializado com o Teorema 5, enquanto que, para 2m > 2,
a inicializacao do método iterativo se deu pelo Teorema 6
usando os resultados obtidos com o préprio algoritmo
iterativo para 2m = 2. O nimero maximo de iteragoes
foi estabelecido em it,,q, = 300, 0 niimero maximo de
relaxacoes de Pélya em dyner = 5 € a tolerdncia e = 1074,

Tabela 1. Decay rate méaximo, nimero de ite-
ragoes, de varidveis de otimizagdo (V) e de
linhas de LMIs (L), e tempo de execugao do
Algoritmo 1 para a realimentagao de estados
do sistema (20) em funcdo do grau 2m da

HPLF.
2m | Ymaz iteracoes \%4 L tempo (s)
2 -0.0276 58 67 30 18.07
4 0.2630 151 256 60 33.73
6 0.3543 227 716 100 165.50
8 0.3907 195 1627 150 740.80

De acordo com os resultados da Tabela 1, fica evidente
a superioridade do método iterativo para a maximizacao
do decay rate, visto que ganhos estabilizantes foram en-
contrados para graus da funcao de Lyapunov polinomial
homogénea 2m > 4, sendo tal critério de desempenho mais
elevado conforme o grau da HPLF também é maior.

Exemplo 3: Neste exemplo, também ¢é avaliado o decay rate
maximo fornecido pelo controlador PDC por realimenta-
¢ao de estados para o sistema com modelos locais (Tanaka,
1998):

[a1] [—2.5294 —4.0766 1.6098 1.6137
A - [ a; } az | [ —4.1889 —4.0188 0.2763 1.5403
"7 | Is O3x1 |’ |a3| — | 1.6810 0.8008 3.8739 3.1155
Las ] L 1.8107 3.6929 2.3598 —2.1379

(017 [8.4122 3.4515 4.6747 7.4787

B; = diag(b;) ba _ |0.0693 3.4507 0.6016 3.7547

¢ 7| b 4.7424 0.8277 5.8853 3.7740

Lb4 10.4272 6.6247 2.9541 5.6937,

(21)
Para as condigoes LMIs de MOP09 no caso quadratico,
obteve-se V' = 202, L = 164, tempo total de execugao do
método da bissecao de 10.86 s e decay rate maximo encon-
trado correspondente a Ve = 200, sendo este o limite
superior utilizado no método da bissecdo. A desvantagem
desse alto decay rate, por outro lado, é a magnitude elevada
dos ganhos de realimentacao de estados, que chegam a
ordem de 6 x 103. Para evitar estes valores elevados, que
podem ser prejudiciais para a vida util de sistemas fisicos,
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é necessario impor restrigbes de magnitude nos ganhos
e, consequentemente, no método MOP09, uma estrutura
diagonal na matriz de Lyapunov, similarmente ao que foi
realizado no Exemplo 1. Considerando-se a limitacao de
magnitude |K(a)| < 500, as condi¢oes LMIs de MOP09
apresentam conservadorismo elevado, implicando na in-
factibilidade do ganho estabilizante mesmo com elevados
graus das relaxacoes de Poélya e das variaveis de folga.
Nesse sentido, novamente o algoritmo iterativo apresenta
desempenho superior, com o decay rate maximo obtido
mostrado na Tabela 2, que segue a mesma estrutura de
apresentacao dos resultados que a Tabela 1. O ntmero
maximo de iteracoes foi é it;nqa: = 300, 0 niimero ma-
ximo de relaxacoes de Polya em d,,,, = 5 e a tolerancia
e = 107°. A inicializacdo do algoritmo para HPLF de grau
2m > 2 pelo Teorema 6 usando os resultados do método
iterativo para a HPLF de grau 2m = 2 reflete em nimero
de iteracoes reduzido para a convergéncia do algoritmo.
Além disso, o aumento do grau 2m da HPLF novamente
acompanha o crescimento de Ypqz-

Tabela 2. Decay rate maximo, nimero de ite-
ragoes, de varidveis de otimizacdo (V) e de
linhas de LMIs (L), e tempo de execugao do
Algoritmo 1 para a realimentagao de estados
com limitacdo de magnitude (|K(a)| < 500)
para o sistema (21) em funcéo do grau 2m da

HPLF.
2m | Ymaz iteragoes \% L tempo (s)
2 31.1820 300 267 252 112.64
4 115.4042 9 1400 438 56.51
6 117.9375 8 5579 748 1066.42

5. CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado um algoritmo iterativo
para estabilizagao de sistemas nebulosos T-S por meio da
realimentagao de estados utilizando fung¢oes de Lyapunov
polinomiais homogéneas no estado. Os resultados obtidos
com a técnica proposta mostram-se superiores aos que
podem ser encontrados com condi¢oes LMIs nao iterativas
disponiveis na literatura, especialmente quando inicializa-
¢oes para o algoritmo baseadas em resultados obtidos com
funcgoes de Lyapunov de graus inferiores estao disponiveis.
Com isso, o procedimento iterativo consegue superar o
desempenho de fungoes de Lyapunov quadraticas, permi-
tindo a obtencao de decay rate superior, inclusive para ca-
sos em que a fungao quadratica nao consegue obter ganhos
estabilizantes. Tal vantagem se mostra ainda mais evidente
ao considerar-se a limitacao da magnitude dos ganhos
do controlador no algoritmo iterativo, que s6 podem ser
tratadas por técnicas tradicionais com conservadorismo,
muitas vezes nao fornecendo solugoes factiveis.
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