Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XXIV Congresso Brasileiro de Automatica - CBA 2022, 16 a 19 de outubro de 2022

Controladores LQR aplicados ao Robo Mavel
Skid-Steer com Rodas para Rastreamento de
Trajetorias

Lorenna Santos Vilas Boas* Andre G. S. Conceicao **
LaR - Laboratério de Robética, Departamento de Engenharia Elétrica
e de Computagao, Universidade Federal da Bahia, BA, Brasil.

* E-mail: lorennavilasb@gmail.com
** E-mail: andre.gustavo@ufba.br

Abstract:

The navigation of a mobile robot in an environment for trajectory tracking is an important
application for this class. In this context, this work aims to study the implementation of a
controller for trajectory tracking using the Linear Quadratic Regulator (LQR) as a state feedback
control method applied to mobile skid-steering robots with wheels. Two LQR controllers are
designed from two distinct state-space representations, both considering a virtual reference robot
for linearization of the problem. The AGV Husky robot will be used as a test platform, resulting
in a study for mobile robot navigation at the GAZEBO simulation tool.

Resumo: O controle da movimentagao do robé mével em um ambiente seguindo uma trajetdria
delimitada é uma aplicagao importante para essa classe. Nesse contexto, este trabalho tem como
objetivo a implementacao do controlador para rastreamento de trajetoria utilizando o Regulador
Linear Quadrético (LQR) aplicado & classe de robos méveis do tipo skid-steer com rodas. Dois
controladores LQR sao projetados, a partir de dois modelos distintos no espaco de estados,
ambos considerando um robé virtual de referéncia para linearizagdo do problema. O rob6 AGV
Husky sera utilizado como plataforma de teste, resultando em um estudo para navegacgao de
robos moveis no ambiente de simulagao GAZEBO.

Keywords: skid-steer robot; mobile robot; state feedback control; linear quadratic regulator;
trajectory tracking.
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1. INTRODUCAO

A robética movel tem sido amplamente utilizada em di-
ferentes areas, para além do campo industrial, tais como
agricultura, mineragao, inspegao, veiculo auto-operado e
logistica (Santos, 2017). Nesse contexto, este trabalho visa
apresentar uma solucao para o controle da movimentacao
de robos méveis considerando o problema de rastreamento
de trajetéria.

Conforme analisado em Boas and Conceicao (2020), o robd
movel do tipo skid-steer possui uma caracteristica inerente
a sua operagao, que é o deslizamento das suas rodas em
execugoes de curvas, o que dificulta a odometria e o con-
trole de movimento se comparado a outras configuracoes,
como o rob6 do tipo diferencial ideal de duas rodas. Por
esta razao, essa classe de robos serd utilizada como objeto
de estudo para o problema de rastreamento de trajetéria
considerado neste artigo.

Dentre as referéncias consultadas neste estudo, a técnica de
rastreamento de trajetoria a partir do erro de posigao entre
o robo controlado e o robd de referéncia virtual foi citada
primeiramente por Klancar et al. (2005), o qual propde,
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para o controle por realimentacao, que a determinacao dos
ganhos do controlador seja feito através da comparagao
entre os polinémios real e desejado caracteristico. J& em
Klancar and Skrjanc (2007), o autor propoe, a partir
da mesma técnica de rastreamento e do mesmo modelo
no espago de estados, a implementacao de um Controle
preditivo baseado em modelo (MPC).

Kuhne (2005), por sua vez, prop6s um algoritmo linear
de MPC para a solugao do problema de rastreamento
de trajetoria. O autor afirma que, como a referéncia é
conhecida para qualquer instante de amostragem futuro,
é possivel obter uma descri¢ao linear e variante no tempo
do modelo do sistema, através de linearizagoes sucessivas
ao longo da trajetdria de referéncia. Assim, o problema
de otimizacao de um MPC pode ser transformado em um
problema de programacao quadratica.

Neste trabalho, optou-se por implementar o controle no
espaco de estados utilizando o Regulador Linear Quadra-
tico (LQR) para o rastreamento de trajetdria, a partir da
técnica de seguimento do robd de referéncia virtual. Con-
tudo, ambos os modelos no espago de estados propostos
por Klancar et al. (2005) e Kuhne (2005) serdo utiliza-
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dos, resultando em dois modelos cinemaéticos distintos, e,
consequentemente, dois controladores LQR diferentes.

Portanto, o presente artigo estd estruturado da seguinte
forma: na secao 2 sera englobada uma explicacao sobre
o controlador LQR e a incorporacao da agao integral ao
modelo aumentado no espago de estados. Em seguida,
na secao 3, sao detalhados os modelos no espago de
estados propostos para o problema de rastreamento de
trajetoria. Por fim, na secao 4, serdo descritos os resultados
alcancados com a aplicacao dos controladores ao robo
AGYV Husky, seguidos pelas consideracoes finais, incluindo
trabalhos futuros, e as referéncias.

2. O CONTROLADOR LQR

Considere o modelo discreto no espago de estados definido
em (1), em que Ay, By e Cy constituem, respectivamente,
as matrizes de estado, de entrada e de saida e x[k], u[k] e
y[k] os vetores de estado, de entrada e de saida.

zlk + 1] = Agz[k] + Bqulk] 1
{ ylk] = Cual#] M)

Partindo do principio de que todos os estados do sistema
sao mensuraveis, Uma lei de controle por realimentacao de
estados pode ser implementada usando o estado atual do
sistema para determinar o sinal de controle, isto é,

ulk] = f(x[k]) = —rz[k] (2)

Dada a equacgao do sistema (1), o problema do regulador
quadratico étimo consiste em determinar a matriz x do
vetor de controle 6timo em (2) de forma a minimizar a
fungéo de custo definida em (3). Uma propriedade impor-
tante do LQR é que se houver um ganho que estabilize o
sistema, entdo haverd uma solucdo valida para o LQR.
Outra vantagem é que a solugao resultante do LQR é
estatica, o que resulta em um baixo custo computacional,
ja que a matriz k é calculada apenas uma vez no processo
de design do controlador (Santos, 2017).

o0
J(w) = («[k]" Qu[k] + u[k]" Rulk]) 3)

k=0
sendo Q = Q7 uma matriz semidefinida positiva e R = RT
definida positiva. Essas matrizes determinam a importan-
cia relativa do erro e o consumo da energia dos sinais de
controle (Ogata, 2010). A soluc¢do x para o problema de
minimizacao da fungéo de custo é dada por (4), sendo S a
solucdo para a equagao de Riccati no tempo discreto (5).

k= (B4TSBy+ R)"*Bs S Ay (4)

Ag"SA;—S — Ag"SBy(By SBy+R) !B, SA;+Q =0
(5)

Considerando que o controlador LQR consiste em um
regulador proporcional simples, ele nao garante que em
regime permanente o erro sera nulo na presenca de per-
turbagoes. Uma alternativa a este problema é incorporar a
acao integral ao modelo no espaco de estados do sistema,
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constituindo um modelo aumentado, como utilizado em
Wang (2009). Esse modelo pode ser obtido a partir do
incremento da varidvel de estado (Ax[k] = z[k] — z[k —
1]) e do sinal de controle (Aulk] = wulk] — ulk — 1]).
Realizando algumas manipulagoes algébricas em (1), uma
nova varidvel de estado é definida como sendo o vetor
¢lk) = [Axk]Ty[k]T]T e o modelo aumentado no espago
de estados resultante é dado por (6) (Wang, 2009).

€lk+ 1] = Au€[k] + BoAulk] ©
ylk] = Callk]
onde as matrizes A,, B, e C, caracterizam o modelo no
espago de estados aumentado, o qual possui a agao integral
é incorporada. Elas sao definidas, com relacao as matrizes
do modelo (1), como:

| A¢ O _ | Ba _
o[ 0[] cmon o

3. MODELO NO ESPACO DE ESTADOS PARA
ROBO DE ACIONAMENTO DIFERENCIAL

Os robos da classe skid-steer com rodas, por serem veicu-
los com acionamento diferencial, possuem restrigao nao-
holonémica, ja que as rodas acionadas apenas giram para
frente ou para tras e ndo deslizam lateralmente (Figueiredo
and Jota, 2004). Considerando v e w, respectivamente a
velocidade tangencial e angular do robo, como as varidveis
de estado internas, as equagoes de movimentagao do robo
estao descritas em (8).

J-[E

Nesse contexto, visando o problema do rastreamento de
trajetoria, nas secoes 3.1 e 3.2 foram propostas duas alter-
nativas para o modelo no espago de estados a ser utilizado
para a implementacao do controlador LQR, ambos consi-
derando a existéncia de um robo referéncia virtual, como
na Figura 1. Nessa proposta, um controle feedforward,
também chamado de pré-alimentagao, é obtido conside-
rando que ndo hé disturbios e/ou erro inicial, de modo
que as velocidades tangencial (v,) e angular (w,) do robd
referéncia podem ser calculadas pelas equagoes (9) e (10),
as quais consistem também na entrada do controle do
robo referéncia, conforme modelo definido em (8) (Klancar

et al., 2005).
or(t) = /a2 () +4,°(1) (9)
wn(t) = iy ()3 (1) — G ()i (1) w0

2 () + 9" (2)
A equagao (10) foi obtida a partir da variagdo no tempo da

equacdo (11), em que k=0 define a trajetéria direcionada
para frente e k=1 para trés.

0. (t) = arctan2(y,(t), z.(t)) + k7 (11)
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reference robot

(x,.7,) %
- fossadrscsllua

real robot

Figura 1. Robo real seguindo rob6 de referéncia por erro
de transformacao. (Klancar et al., 2005)

Portanto, a partir das relagoes de (9) a (11), pode-se cal-
cular as entradas de (8), para uma trajetéria de referéncia
qr(t) = [z-(t),yr(t),0,(t)]. Uma condigao necessiria para
utilizar esta estratégia é que a trajetoria deve ser duas
vezes diferencidvel e a velocidade tangencial nao pode ser
igual a zero (v.(t) # 0), pois, se isto acontecer, o robo
ird rotacionar em um ponto fixo com a velocidade angular
wy(t) e 0,(t) ndo poderd ser calculado por (11) (Klancar
et al., 2005).

3.1 Modelo baseado no erro de rastreamento

Em suas contribuigoes, Klancar et al. (2005) considera que,
quando um robo6 é controlado para seguir uma trajetéria
de referéncia, naturalmente existem erros entre a posicao
e orientacao do robo real e o robo virtual, o qual segue
a posicao e orientagao ideais, como consta na Figura 1.
Sendo assim, o modelo no espago de estados é construido
tendo como estado os erros que surgem entre ambos os
robds como consta em (12):

el cos(0) sen(0) 07 [z, —x
[62] = l—sin(ﬁ) cos () 0] lyr —y] . (12)
e3 0 0 1]16, -6

Em que e; = (2, — ), ey = (yr —y) € 9 = (6, — 0)
caracterizam os erros calculados na base de coordenadas
do mundo. Derivando a fungao erro (12), considerando
a cinemdtica do robd expressa em (8), e linearizando o
sistema obtido em torno da trajetdria de referéncia (e; =
es =e3 =0 e v, =w. =0), Klancar et al. (2005) propds
o seguinte modelo linear para o problema de rastreamento
de trajetéria:

él 0 Wy O €1 1 O v
€| = | —w, 0 v, ea | +100 {wc } (13)
€3 0 0 0 es 01 ¢

onde v, e w,. correspondem ao sinal de controle resultante
do sistema em malha fechada (feedback), ou seja, é a
saida do controlador LQR neste trabalho, e wv,.cos(es)
e w, sdo as entradas feedforward, obtidas através de
uma transformacgao nao linear das entradas de referéncia,
compondo o vetor do sinal de entrada do sistema (u; e
us), definidos por (14):
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uy = vpcos(eg) — ve (14)
Uy = Wy — W

Analisando a matriz de controlabilidade [B. A.B. A.%B,]
a partir de (13), pode-se observar que o posto é completo
apenas se v, ou w, forem diferentes de zero. Sendo assim,
uma condigao suficiente para a controlabilidade do sistema
é que as entradas feedforward sejam sempre constantes, o
que é valido apenas para trajetorias lineares ou circulares
Klancar et al. (2005).

3.2 Modelo Linearizado

A fim de obter um modelo linearizado para a solucdo do
problema de rastreamento de trajetéria, a estratégia ado-
tada por Kuhne (2005) foi considerar um modelo de erro
entre o robd e o rob6 de referéncia virtual. Considerando
que o robd segue o modelo cinemdtico representado em (8),
expandindo o lado direito do modelo em séries de Taylor
em torno do ponto (x,,u,) e descartando os termos de
ordem mais alta, tem-se que:

£ = fork+ furi (15)

sendo & = x — x, 0 erro em respeito ao robo de referéncia
e & = u — u, o termo associado a perturbacao da entrada
no controle do sistema. Discretizando a expressdo (15)
pelo método de Euler, tem-se o modelo linear variante
no tempo descrito em (16), sendo Z[k] = z[k] — z.[k],
u[k] = ulk] — u,.[k] e T o periodo de amostragem (Kuhne,
2005).

z[k + 1] = Alk]Z[k] + Blk]a[k], (16)
10 —v.[k]sin(0,.[k])T
Alk] = [0 1 wv.[k]cos(0,1k])T (17)
00 1
cos(0-[k))T 0
Blk] = [sin(&T[k])T 0 (18)
0 T

O modelo linearizado acima, deduzido por Kuhne (2005),
pode ser utilizado para o problema de rastreamento de
trajetoria de um rob6é movel nao holonomico. O autor
afirma que "essa linearizacao torna-se controldvel a medida
que o rob6 permanece em movimento”. Isto é, para que
o posto da matriz de controlabilidade deste modelo seja
completo, a velocidade linear de referéncia v, deve ser nao
nula. No entanto, a velocidade angular de referéncia w,
nao precisa ser diferente de zero, o que permite que o robd
siga trajetdrias retas (Kuhne, 2005).

O modelo obtido foi utilizado por Kuhne (2005) para a
implementagao de um controlador MPC. Por outro lado,
neste trabalho esse modelo serd aplicado ao controlador
LQR e essa diferenca de aplicacao é um ponto crucial a
ser considerado.

Como afirma Santos (2017), o LQR é um controlador
otimo que "resolve o problema de otimiza¢gao em um hori-
zonte de tempo infinito, buscando o ganho que minimiza
a funcao de custo”. Dessa forma, apesar da lei de controle
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resultante do LQR ser estdtica, espera-se que a realimenta-
¢ao atue no sistema para compensar os erros de modelagem
ou perturbacoes externas.

No caso deste trabalho, por tratar-se de um problema de
rastreamento de trajetéria, naturalmente os parametros
vy[k] e 0,[k], necessdrios para o célculo dos elementos das
matrizes do modelo, sofrerao alteragoes ao longo do tempo.
Contudo, se considerarmos um valor inicial (k=1) para
ambos os parametros e forcando uma aproximagao de que
este valor serd constante, obtemos um modelo possivel
de ser aplicado ao LQR. No entanto, consequentemente
espera-se que este modelo tenha um desempenho de baixa
precisao, devido ao erro de modelagem referente a apro-
ximacao estabelecida. A fim de reduzir esse erro, optou-
se por incorporar a agao integral nessa técnica, gerando,
portanto, o LQR a partir do modelo aumentado no espago
de estados, conforme consta a equacao (6).

4. ESTUDO DE CASO: APLICACAO AO ROBO AGV
HUSKY

Neste trabalho, o robo moével utilizado como objeto de
estudo é o AGV Husky da Clearpath. Conforme registro
na Figura 2, é um veiculo terrestre nao-tripulado com 4
rodas, incluso na classe skid-steer. Sua base é equipada
com encoders de quadratura de alta resolugao com 78.000
pulsos/m, sendo sua velocidade méxima de 1 m/s. Seu
controle pode ser realizado através de C++4, Python e
ROS.

Figura 2. Rob6 AGV Husky.

A arquitetura de controle para o problema de rastrea-
mento de trajetoria aplicado ao rob6 AGV Husky segue
o esquema representado na Figura 3. No planejamento de
trajetoria, a referéncia foi gerada em formato lemniscata,
a qual foi modelada matematicamente e parametrizada
em funcao do tempo. O controle é implementado em cas-
cata, sendo a malha interna realizada pelo controlador do
préprio ROS, o qual tem como set point as velocidades
tangencial e angular fornecidas pela malha externa e a
saida consiste nas velocidades das rodas do lado esquerdo
e direito do robo. Ja o controlador da malha externa
é implementado a partir dos estudos deste artigo, que
resultaram em um LQR projetado para os dois modelos
descritos nas secoes 3.1 e 3.2.

A lei de controle resultante do LQR tem como objetivo
minimizar o desvio do estado com relagdo ao ponto de
equilibrio, a partir da ponderagao da matriz Q, bem como
minimizar a energia utilizada no controle, considerando o
ajuste da matriz R. O cédlculo da matriz de ganho & foi
realizado utilizando o software Matlab.
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Os controladores LQR projetados neste trabalho foram de-
senvolvidos através da linguagem de programacao Python
e implementados como um pacote do ROS, sendo o envio
e recebimento de dados com o robo6 realizados por meio
dos topicos do ROS. Para respeitar os limites operacionais
do robo, as velocidades resultantes do sinal de controle
foram limitadas, sendo |v| < 0,8 m/s e |w| < 1 rad/s.
Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos
através da aplicacdo dos controladores propostos ao AGV
Husky utilizando o simulador Gazebo.

Entrada
pré-alimentagao

e we
® Controlador
LQR
Vimedido '

Modelo Vr-medido
cinematico do Robb mével
robd

Figura 3. Arquitetura do controle para rastreamento de
trajetéria.

vy coses

X

Trajetoria
Referéncia

4.1 Resultados obtidos com simulador Gazebo

Inicialmente foram calculados 13 ganhos diferentes para o
controlador LQR a partir do modelo baseado no erro de
rastreamento. Os diferentes ganhos foram obtidos através
das variacoes das matrizes de ponderagao, justamente
para permitir uma andlise comparativa mais completa da
performance do controlador.

O melhor desempenho do seguimento ocorreu com o LQR;,
sendo as matrizes Q; e Ry ajustadas conforme (19), v, =
0,3 m/s e w, = £0,2 rad/s, e k1 resultante descrito em
(20) (ver Figuras 4 a 7). Essa configuracdo apresentou
um controle menos agressivo, com variagoes mais suaves
no sinal de controle e mantendo a velocidade tangencial
positiva ao longo de toda a trajetéria, o que viabiliza a
aplicacao ao robd real, por respeitar os limites fisicos de
resposta do veiculo. Dessa forma, o controlador LQR atua
principalmente na compensacao do sinal de controle, de
forma a garantir a resposta do sistema ao aparecimento de
erros de diferentes naturezas, tais como por aspectos dina-
micos ou outras caracteristicas nao previstas no modelo.

10 0 Lo
Q=010 7R1=0,1[01} (19)
000,5
2,37 —0,797 —0,11
K1 = [0, 1333 2,177 2,07} (20)

Foi observado também a influencia das variagoes das
matrizes Q e R no desempenho do controle. Com a matriz
Q fixa, foi possivel analisar que, quanto maior o valor dos
elementos da diagonal principal de R, menos agressivo
é o controlador e, consequentemente, um erro maior é
admitido ao sistema. Por outro lado, ao fixar a matriz R,
o elemento da diagonal principal de Q com o maior valor
corresponde a varidvel que provocard maior sensibilidade
no sinal de controle.
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Figura 4. Traj. Lemniscata (LQR1).
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Figura 5. Pose do robd (LQRy).
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Figura 6. Sinal de erro (LQR;).

O controlador LQRy baseado na versdo aumentada do
modelo linearizado proposto por Kuhne (2005) resultou
na matriz de ganho ko descrita na expressao (22), sendo
v, = 0,3m/s e w, = 0,1 rad/s e Qy e Ry descritas em
21. No ajuste fino da matriz Q, optou-se por atribuir valor
menor aos elementos ()33 e (g6 por estarem associados
ao erro de orientagao do robo, que é uma varidavel muito
sensivel em comparagao com o erro em X € em y.
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Ref. controle
Real estimado

v(m/s)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

) J\M,J\/M(MV»'&/’\/J‘WWW\ |

w(rad/s)

60 70 80 90 100

10 0 00 O
01 0 00 O
000,100 O - 10
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27 10,077 0 2,245 —0,036 0,048 0,278
9
Trajiet(:)ria Real v
e Trajet6ria Desejada
8h
7k
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5t
4t

Figura 8. Traj. Lemniscata (LQRz2).

Como consta nas Figuras 8 a 11, pode-se perceber que,
ainda que o modelo tenha resultado de um conjunto de
aproximagoes, o controlador LQ Ry implementado foi ca-
paz de conduzir o robd ao longo da trajetéria de referéncia
de forma suave, sem variagoes muito bruscas no sinal de
controle. E importante frisar que sé foi possivel de fato
seguir a referéncia, gragas a acao integral incorporada,
visto que, o modelo testado sem ela gera um erro crescente
a cada instante de tempo, desestabilizando completamente
o controle.

5. CONCLUSAO
Este trabalho propos um estudo e aplicacao de controlado-

res LQR aos robos méveis da classe skid-steer com rodas
visando o problema de rastreamento de trajetérias. Foram

DOI: 10.20906/CBA2022/3684



Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XXIV Congresso Brasileiro de Automatica - CBA 2022, 16 a 19 de outubro de 2022

B Real
Desejado

0 10 20 30 40 50 60 70 80
i(s)

Figura 9. Pose do rob6 (LQRx2).
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Figura 10. Sinal de erro (LQRz).
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Figura 11. Sinal de controle (LQR3).

implementadas duas técnicas de controle utilizando o LQR
a partir de dois modelos no espago de estados. O primeiro
modelo foi proposto por Klancar et al. (2005) e tem como
principio o erro de rastreamento de trajetéria em compa-
racao com um robo virtual de referéncia. J4 o segundo
modelo consistiu em uma versao aumentada do modelo
linearizado proposto por Kuhne (2005), o qual sugeriu
a implementacao para um controle MPC. Portanto, ao
implementar este modelo na versao aumentada, foi possivel
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avaliar o desempenho de um controlador que considera um
horizonte infinito, a partir de um modelo idealizado para
uma implementagao de horizonte finito.

Com os resultados alcangados, foi possivel atingir o ob-
jetivo do robo de fato conseguir seguir as trajetérias de
referéncia e, além disso, avaliar os efeitos na acado do
controlador das ponderagoes das matrizes Q e R, neces-
sarias para a solucao do LQR. Para o controlador LQR
implementado a partir da versao aumentada do modelo
linearizado, foi possivel constatar a importancia da agao
integral no sistema, a qual foi fundamental para que o
sinal de controle fosse suficiente para conduzir o rob6 para
a trajetéria de referéncia. Também pode-se constatar que,
ainda que existam aproximagoes no modelo, foi possivel
atingir uma resposta satisfatéria para o rastreamento da
trajetoria imposta ao sistema no ambiente simulado.

Em decorréncia da pandemia de Covid-19 e a suspensao
das atividades na Universidade Federal da Bahia, os testes
experimentais em laboratério foram limitados. Portanto,
em trabalhos futuros, pretende-se aplicar os controles
implementados neste estudo ao robo real em laboratério,
bem como projetar novas técnicas de controle visando o
problema de rastreamento de trajetéria, como o MPC.
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