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Abstract: In this work, we approach the control of non-holonomic mobile robots. We designed a
backstepping controller project focused on the trajectory tracking of mobile robots. Furthermore,
an asymptotic stability analysis based on Lyapunov’s theory was presented to guarantee the
robot’s stability from tracking errors. Initially, we reproduce a combined kinematic torque
control law, developed using backstepping. Next, we approach a backstepping controller project
to track non-holonomic mobile robots’ trajectories. The main objective of the addressed control
algorithm is to design a robust output tracking controller. The kinematic tracking controller of
a unicycle-type mobile robot is used to provide the desired linear and angular velocity values for
the given trajectory. In this work, the simulation results show the effectiveness of the proposed
non-linear controller in terms of precision and stability under a defined circular path.

Resumo: Este trabalho aborda a aplicagao de uma estratégia de controle em rob6s méveis nao
holon6émicos. Deste modo, desenvolve-se um projeto de um controlador backstepping focado para
o rastreamento de trajetéria de robos méveis. Ademais, uma andlise de estabilidade assintdtica
baseada na teoria de Lyapunov é realizada para garantir a estabilidade do robo dos erros de
rastreamento. Inicialmente, aplica-se uma lei de controle de torque cinematico combinado, desen-
volvida usando backstepping. Em seguida, desenvolve-se um projeto de controlador backstepping
para o rastreamento da trajetéria do robd mével nao holonémico. O principal objetivo do
algoritmo de controle abordado é projetar um controlador robusto de rastreamento de saida. O
controlador de rastreamento cinematico de um rob6 maével tipo monociclo é usado para fornecer
os valores desejados das velocidades linear e angular para a trajetéria dada. Os resultados
de simulagao obtidos neste trabalho mostram a eficicia e robustez do controlador nao linear

proposto em termos de precisao e estabilidade sob uma trajetoria circular definida.
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1. INTRODUCAO

Um robo mével é utilizado para uma variedade de aplica-
¢oes em ambientes nao estruturados, onde se torna ne-
cessario ter um alto grau de autonomia. Robés moveis
com rodas sao um dos mais importantes tipo de robos
moveis, devido a sua fécil construgao, confiabilidade e
diversas aplicagoes que vao desde tarefas domésticas, até
projetos de maior envergadura que alcangam niveis indus-
triais. Ademais, eles também sao usados para varias ou-
tras tarefas, como soldagem, pintura ou inspecao de areas
de dificil acesso e/ou risco a vida (Lozano-Perez et al.l
2012). As rodas incorporadas neste sistema possibilitam
que os rob0s possam viajar para quase qualquer lugar em
uma determinada superficie. Por esta razdo, a pesquisa
sobre robds mdéveis com rodas tem sido um campo muito
ativo. Neste sentido, muitos trabalhos estao enfatizando
a importancia do projeto de controlador aplicado a robds
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moveis, focando no rastreamento de trajetérias (Aguiar

and Hespanha) |2007; [Li et al.| 2016)).

Os robos méveis nao holondmicos sao uma classe de siste-
mas que nao podem ser estabilizados por leis de realimen-
tagao de estado estatico suave. O controlador backstepping
é um dos mais importantes na estabilizacao de um sis-
tema nao holonoémico. Este problema de controle aplicado
a sistemas nao lineares foi pesquisado em (Khalil, 2001}
Jean-Jacques Slotine, 1991). O backstepping integrador
é um procedimento recursivo que entrelaca a escolha de
uma funcao de Lyapunov com o projeto de controle por
realimentacao. O projeto recursivo nos permite dividir
um problema de projeto para um sistema complexo, em
um conjunto de problemas menores e consequentemente
mais simples que possuem ordem inferior. Além disso, seu
projeto com amortecimento nao linear garante limitagao
na presenca de incerteza desconhecida, mas seu limite é
conhecido (Miroslav Krsticl [1995). O método mostrou-se
eficaz para o problema de controle de robos moveis com
rodas (Fierro and Lewis, [1995; [Ibari et al., [2016]).
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Segundo |de Wit et al| (1994), o problema de navegagio
pode ser dividido em trés problemas bésicos : rastrear uma
trajetoria de referéncia, seguir um caminho, e por fim, esta-
bilizar o ponto. Alguns controladores de realimentagao nao
linear foram propostos na literatura para contornar esses
problemas (Samson and Ait-Abderrahim, 1991} Elliot and
Gans, 2008). A ideia principal por tras desses algoritmos é
definir entradas de controle de velocidade que estabilizam
o sistema em malha fechada. Todos esses controladores
consideram apenas o modelo cineméatico ,por exemplo,
sistema de direcao do robd mével, e o rastreamento de
velocidade perfeita sdo assumidos para gerar a entrada real
de controle do veiculo.

Este trabalho desenvolve o projeto de controlador por
meio da extensao dinamica a qual leva em consideracao a
dindmica especifica do veiculo para converter um comando
do sistema de direcao em entradas de controle para o
rob6é movel. Sendo considerado como uma abordagem
de controle de backstepping. Primeiro, as entradas de
controle de velocidade de realimentagao sao projetadas
para o sistema de direg@ao cinemaética para tornar o erro
de posicao assintoticamente estiavel. Em seguida, uma
velocidade de realimentacao considerando a lei de controle
é projetada, de tal forma que as velocidades do robd
movel convergem assintoticamente para as entradas de
velocidade dadas. Por fim, este segundo sinal de controle
é usado pelo controlador de realimentagao de torque para
calcular os torques necessarios do robo mével real. Esta
abordagem de controle nao linear pode ser aplicada a uma
classe de entradas de velocidade de controle de sistema
cinematico suave. Portanto, o mesmo procedimento de
projeto funciona para todos os trés problemas basicos de
navegagao mencionados anteriormente.

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte
forma: a Secao 2, apresenta os fundamentos tedricos de um
robd moével nao holonémico; a Segao 3 descreve detalhada-
mente o algoritmo de projeto para rastrear uma trajetéria
de referéncia; a Secao 4, apresenta e discute os resultados
de simulacao obtidos; por fim, a Secao 5 apresenta as
principais conclusoes do desenvolvimento deste trabalho.

2. MODELO MATEMATICO DO ROBO MOVEL

Nesta secao serda apresentado o modelo matemaético do
rob6 mével. A Figura 1 apresenta um diagrama genérico
de um rob6 mével nao holonémico, que serd utilizado como
benchmark [Fierro and Lewis| (1995); Rabbani and Memon
(2021).

e )

Figura 1. Diagrama cartesiano do rob6 mével nao holono6-
mico.

X
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Considere um sistema de rob6é mével com um espago de
configuracao n-dimensional C com coordenadas generali-
zadas (q1,...,qn) € sujeito a m restrigoes que podem ser
descritas pela seguinte relagao:

M(q)i+Vin (g, )i+F(9)+G(q)+7a = B(q)r—AT (@)X (1)

onde, M(q) € R™*™ é uma matriz de inércia definida po-
sitiva e simétrica, Vi, (¢,4) € R™*™ é a matriz centripeta
e de Coriolis, F'(¢) € R™ denota o atrito da superficie,
G(q) € R™ é o vetor gravitacional, 74 denota distirbios
desconhecidos limitados incluindo a dindmica nao mode-
lada e nao estruturada do sistema, B(q) € R"*" é a matriz
de transformacao de entrada, 7 € R" é o vetor de entrada,
A(q) é a matriz associada as restri¢oes e A € R™ é o vetor
das forgas de restricao.

2.1 Cinemdtica e dinamica de um robo movel

O robd moével mostrado na Figura 1 é um exemplo tipico
de um sistema mecanico nao holonémico. Consiste em um
veiculo com duas rodas motrizes montadas no mesmo eixo
e uma roda livre dianteira. O movimento e a orientacao
sao obtidos por atuadores independentes, por exemplo,
motores CC que fornecem os torques necessarios as rodas
traseiras. Outra configuracao comum usa a roda dianteira
para direcionar a base mével. Basicamente, ambas as con-
figuragoes compartilham o mesmo controle e propriedades
estruturais.

A posicao do rob6 em um referencial cartesiano inercial
{0, X, Y} é completamente especificada pelo vetor ¢ =
[Te, e, )T, onde (z,y.) e 0 sdo as coordenadas do ponto
de referéncia C, e a orientacdo da base {C, X, Y.} em
relacdo a base inercial, respectivamente. Além disso, a
Figura 1 mostra a geometria da base mdvel que serd
utilizada para desenvolver um modelo matemaético do
veiculo.

De acordo com |Jagannathan et al| (1993), as técnicas de
controle baseadas em linearizacao falham no ponto P, ou
seja, na intersecao do eixo da roda e do eixo de simetria.
Uma solugao comum para este problema é redefinir um
novo ponto de referéncia localizado a uma certa distancia
d de P. Escolhe-se um ponto fixo C e usa este ponto como
ponto de referéncia para desenvolver o modelo matema-
tico. As equagoes cineméticas de movimento em termos de
sua velocidade linear e velocidade angular sao relacionadas
em (Fierro and Lewis, [1995)). Por outro lado, as equagoes
dinamicas da base mével na Figura 1 podem ser expressas
como segue:

m 0 mdsin 0
M(q) = l 0 m —md cos 9] (2)
mdsin@ —md cos 8 I
mdb? cos 0 1 [eos 0 cost
V(g,q) = |mdf®sing | , B(q) = — |sinf sin0|  (3)
0 "l R -R

Glg) =0, 7 = H AT(q) = [cglsnea @)

—d
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A= —m(&.cosf + y.sin )0 (5)

As propriedades padroes da dinamica do robo movel defi-
nidas em (1) sdo apresentadas nos trabalhos (Fierro and
Lewis| [1995; Lewis et al.,[1993). O sistema definido em (1)
agora se transforma em uma representacao mais adequada
para fins de controle. Diferenciando a equagao (6).

¢ = S(q)v(t) (6)

em seguida, substituindo este resultado em (1), e por
fim multiplicando por ST, pode-se eliminar a matriz de
restricio AT (g)\ na expressao (1). Nesse sentido as equa-
¢oes completas de movimento da plataforma mével nao
holonémica sao dadas como segue:

qg=Sv (7)
STMS»+ ST (MS +V,,Sv+F+7,=58T"Br (8)

onde, v(t) € R™™ é um vetor de velocidade. Por defini-
¢Oes apropriadas, pode-se reescrever a equagdo (8) como
segue:

M(q)0+ Vg, Qv+ F(v) + 74 = EqT 9)
3. PROJETO DE CONTROLE

Segundo |Fierro and Lewis| (1995)), a dindmica completa
do robd mével é expressa nas definigoes (7) e (8), onde
é abordado o sistema de dire¢ao cinemética em (7) mais
algumas dindmicas extras em (8). As abordagens padroes
para o projeto de controle nao holonoémico lidam apenas
com a definigao (7), ignorando a dinamica real do veiculo.
Deste modo, neste trabalho implementa-se via simulacao
a correcao desta omissao.

Seja u uma entrada auxiliar, entao aplicando a realimen-
tagdo nao linear, tem-se a seguinte relagao:

M (Q)u+ Von(g, dv + F(v) +74
(10)

Pode-se converter o problema de controle dindmico em um
problema de controle cinemético, como segue:

T = fr(qu,v,u) =B

q=S(q)v

v=1u

(11)
(12)

A equacao (11) representa uma descricdo no espago de
estados do rob6 mével nao holondémico e constitui a es-
trutura bésica para definir suas propriedades de controle
nao linear (Campion et al., (1996} [Fukao et al.,|2000; |Oriolo
et al., 2002). A matriz S(¢) ¢ definida como apresenta a
seguinte relacao:

sinf dcos6
0 1

S(q) =

cosf —dsinf
[ ] (13)
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Ao realizar a transformacao de entrada em (6), assume-
se que todas as grandezas dindmicas (por exemplo,
M(q), F(v),V(q,q)) do veiculo sdo exatamente conhe-
cidas, facilitando a incorporacdo de técnicas padroes de

controle adaptativo ou robusto se este nao for o caso.
8.1 Projeto de controle Backstepping

Existem muitas abordagens para selecionar um controle
de velocidade v(t) para o sistema de dire¢ao exibido em
(7). Nesta secao, deseja-se converter tal controle prescrito
v(t) em um controle de torque 7(t) para o carrinho fisico
real. Portanto, o objetivo é selecionar 7(¢) em (8), de modo
que (7), (8) exibam o comportamento desejado motivando
a escolha especifica da velocidade v(t). Isso permite que
os comandos do sistema de direcdo v(t) definidos na
literatura sejam convertidos em torques 7(t) que levam em
consideragao os parametros de massa e atrito do carrinho
real.

Considerando que cada um dos problemas bésicos de na-
vegacao podem ser resolvidos usando entradas adequadas
de controle de velocidade suave. Além disso, se o sistema
do robo mével puder rastrear uma classe de entradas de
controle de velocidade, entao o rastreamento, o seguimento
da trajetéria e a estabilizagao sobre uma postura desejada
podem ser resolvidos sob a mesma estrutura de controle.

O controle suave da velocidade e de diregao, denotado por
Ve, pode ser encontrado por qualquer técnica na literatura.
Usando o algoritmo a ser apresentado na Segao 3.2, os trés
problemas bésicos de navegacao sao resolvidos da seguinte
forma:

Rastreamento: Dado um sinal de referéncia

. T, = U, COS 9;, Ur = Uy SIN QTT, (14)
0= Wy, qr = [xryrer] y Up = [Urwr] 5

com v, > 0 para todo t, o objetivo é encontrar uma entrada
de controle de velocidade suave v. = f.(e, v,, K) tal que

lim —q)=0
t—>oo(qT q)
o erro de rastreamento seja zero.

Seguimento do caminho: Dado um caminho P no plano
e a velocidade linear do rob6é mével v(t), encontre uma
entrada de controle de velocidade suave v. = f.(eq, v, b, K)
, onde eg, e b(t) s@o o erro de orientagdo e a distancia
entre o ponto de referéncia no robé mével e o caminho P,
respectivamente, de maneira que

A lee) =0

Jim (b()) =0
Estabilizacao do ponto: Dada uma configuracao arbitraria
qr 0 objetivo é encontrar uma entrada suave de controle de
velocidade varidvel no tempo v, = f.(e, v,, K, t) de forma
que limy 00 (gr — q) = 0.
Em seguida, define-se uma lei de controle de realimentacao
auxiliar U = 0, + K4(v. — v), tal que v — v, como t — 0.

Em seguida, calcula-se o torque 7 = f;(q,q,v,u) usando
(10).
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3.2 Rastreamento de uma trajetoria de referéncia

Muitos trabalhadores projetaram o controle de realimen-
tagdo néo linear para o modelo cinemdtico (conforme mos-
trado na relagao (6)) de um rob6 mével que resolve os trés
problemas bésicos previamente mencionados, fornecendo
uma entrada do sistema de direcao v.. Infelizmente, os
meios de selecionar entradas de torque reais 7(t) desde
entradas de dire¢do v(t) ndo foram amplamente abordados.

Uma estrutura geral para o sistema de controle de rastrea-
mento é apresentada na Figura 3.2. Nesta figura, o conhe-
cimento completo da dinamica do carrinho é assumido, de
modo que (10) é usado para calcular 7(¢) dado wu(t). A
contribuigdo deste artigo estd em derivar um u(t) e 7(¢)
adequado de um v.(t) especifico que controla o sistema de
direcéo (6). E comum na literatura abordar o problema
assumindo um rastreamento de velocidade perfeito, o que
pode nao ser valido na pratica. Uma alternativa melhor
para essa suposigao irreal é o método de backstepping com
integrador agora desenvolvido.

ls

| 2]
— v v=
Y
e Ve &5 €c u T
T, | St vn K —»®—»E—»®—» £ = 7.4, 0, 0) e Wobite oot ,M_
- (] [~ I g T
N — D¢ q |4

i

(i)~

Figura 2. Estrutura de controle de rastreamento.

Para ser especifico, assume-se que a solucao para o pro-
blema de rastreamento do sistema de direcdo em (Ka-
nayama et al. [1990) esta disponivel. Isto é denotado como
ve(t). O vetor de erro de rastreamento é expresso na base
de um quadro vinculado & plataforma mével (Wit et al.,
1993).

e1 cosf sinf 0] [z, —r
e="T.(qr — q), |f;| = l— sinf cos @ O] [yr — y] (15)
0 0 1] [6,—40

€3

onde, a derivada do erro é representada pela seguinte
relagao

—v9€e1 + vy sineg
Wy — V2

Vg€ — V1 + Uy COS €3
e = (16)

A entrada auxiliar de controle de velocidade que alcanga
o rastreamento para (6) é dada por:

_ v, cos ez + kiey _
Ve = {wr + kovreg + k3v, sin eg] Ve = fele, v, K) (17)
A derivada de v, torna-se
Uy COS €3 —wv, sin 63:| ¢ (18)

. [0
Ve = II)T + kaTGQ 0 kQ'UT ]Cg’l}r Cos €3
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e, assumindo que as velocidades de referéncia linear e
angular sao constantes, obtém-se a seguinte relacao:

ki 0 —w.sines| .

) kov, ksv, coses (19)

0
Entao a entrada de controle de aceleragao de realimentagao
nao linear proposta é definida como segue.

u =0+ Kq(v. — ) (20)

onde, K4 é uma matriz diagonal positiva definida dada por

Ky = k4l (21)
Observe que (20) também ¢é vélida para o caso em que
v (t) e w,(t) sdo funcdes variantes no tempo. E comum
na literatura assumir simplesmente que u = ., chamado
de rastreamento de velocidade perfeito, o que nao pode
garantir o rastreamento do carrinho real. Importantes con-
sideragoes sob a estrutura do rob6 moével nao holonémico
sdo apresentadas em ([Fierro and Lewis, [1995). Além disso,
é descrito neste estudo a prova para a definicao do vetor
auxiliar de velocidade baseado na funcao de Lyapunov,
através do vetor de erro de velocidade, como apresentado
a seguir:

ey V1 — U, coses — ke
e =V — Ve = = .
es Vg — Wy — kov,eg — k3v, sin e
(22)
onde, o vetor de velocidade da base mével satisfaz v — v,

como t — oo. Empregando (20), obtém-se a derivada do
vetor auxiliar de erro é. como segue:

éc = —K4€c (23)

Nesse contexto a fungao candidata de Lyapunov foi defi-
nida da seguinte forma:

2k 1 k1
V =Fki(ed +e3) + k—2(1 —coses) + 2—k4(ei + Tafiao e?)
(24)
onde, V> 0, e V = 0 somente se ¢ = 0 e e, = 0.

7

A continuagdo utilizando as equagoes (16), (22) e (23) é
demostrado que V' < 0 por meio de (25).

. kik
V=— kle% - %vr sin e5 — (eq + k1€1)2
? (25)

k
! (e5 + ksv, sines)?

Ifg k3’l)r

4. ANALISE DOS RESULTADOS

A simulacao foi implementada no software MATLAB. Os
ganhos do controlador foram projetados para que o sistema
em malha fechada exiba um desempenho com amorteci-
mento critico. Além disso, considera-se uma trajetoria que
consiste em um segmento de linha reta e uma trajetéria
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circular como é mostrado na Figura 3. Nesse sentido,
na Figura 3 é possivel verificar que a trajetéria desejada
inicialmente parte das coordenadas (1,1) — (3,2) em linha
reta com 0 = 26° ¢ v, = 0,5(m/s),w, = 0. Por fim, foi
definida a segunda parte da trajetoria desejada em forma
de arco com as seguintes coordenadas (3,2) — (1.2,1.8),
0, = w, xt,w, =0,125(rad/s).

Rastreamento da trajetéria circular

Figura 3. Trajetéria desejada e simulada.

Nota-se na Figura 3, que a plataforma médvel é capaz de
rastrear a trajetoria de referéncia. Além disso, as velocida-
des do carrinho convergem para as velocidades de controle,
conforme apresentado através da Figura 4 e Figura 5. Este
é um ponto chave na abordagem de backstepping, onde
a posicao do veiculo é controlada indiretamente usando
entradas de controle de velocidade. Essas velocidades sao
convertidas em torques para as rodas motrizes conside-
rando os parametros do carrinho real e as restricoes nao
holon6émicas. As forgas de torque 7; e 7, para cada uma das
rodas da base mével sao apresentadas através da Figura 6.

Velocidade linear

m/s

Desejada | |

16 . . . I
0 10 20 30 40 50

Tempols|

Figura 4. Velocidade linear.

Por fim, na Figura 7 sao apresentados os erros de posigao

para cada um dos eixos ou coordenadas do plano horizontal
(X -Y).

5. CONCLUSAO

A proposta desse trabalho é desenvolver o projeto de
controle utilizando a metodologia backstepping, visando
solucionar os trés problemas bésicos de navegagao em

ISSN: 2525-8311

3523

Velocidade angular

30

30 T

20
25

20 0 0.05 0.1

Desejada
===~ Simulada

5 . . . I
0 10 20 30 40 50

Tempols]

Figura 5. Velocidade angular.

Torque aplicado
20 T T T

-40 1

-50 7

Roda esquerda| |
==-=—=Roda direita

-70

80 I I I |
0 10 20 30 40 50

Tempols]

Figura 6. Torque do motor CC.

Rastreamento X

Figura 7. Erros de posicao para as coordenadas X e Y.

robos méveis nao holonémicos considerando a dinamica
completa do sistema. Deste modo, avaliou-se a aplicacao
da metodologia de controle backstepping, apresentando a
dinamica completa desse sistema. Verificou-se que para os
testes de rastreamento apresentados, a metodologia pro-
posta apresentou resultados promissores, compreendendo
pequenos erros no rastreamento de trajetéria que conse-
guem ser rapidamente corrigidos pela metodologia pro-
posta, garantindo a sua eficiéncia e robustez, de modo a
solucionar simultaneamente todos os problemas de nave-
gacao apresentados e discutidos. Além disso, a metodolo-
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gia proposta consegue garantir a estabilidade do sistema
e a convergéncia do algoritmo para o rastreamento das
trajetérias no plano cartesiano, bem como na estimagao
adequada de velocidade e torque a serem aplicados ao robo
movel, desde que as entradas de controle sejam suaves
e limitadas, e a dinamica do rob6 seja completamente
conhecida.
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