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Abstract: This paper proposes an algorithm based on LMIs to compute a switching control law
and state feedback gains that stabilize a discrete-time switched system. The adopted design
methodology is based on the existence of a quadratic Lyapunov function, which typically yields
synthesis conditions involving the search for scalar parameters in terms of nonconvex inequalities.
Differently from the available methods, in the proposed technique the switching law and feedback
gains are computed simultaneously through an iterative procedure, without the need to resort
to grid-based strategies (as usual in the literature), due to the fact that the scalar parameters
appear affinely in the conditions. Numerical examples illustrate the results.

Resumo: Este artigo propõe um algoritmo baseado em LMIs para computar uma lei de controle
de chaveamento e ganhos de realimentação de estado que estabilizam um sistema chaveado a
tempo discreto. A metodologia de projeto adotada é baseada na existência de uma função de
Lyapunov quadrática, que tipicamente resulta em condições de projeto envolvendo a busca por
parâmetros escalares em termos de desigualdades não convexas. Diferentemente dos métodos
dispońıveis, na técnica proposta a lei de comutação e os ganhos de realimentação são calculados
simultaneamente por meio de um procedimento iterativo, sem a necessidade de recorrer a
estratégias baseadas em gridding (como usual na literatura), pelo fato de os parâmetros escalares
aparecerem de maneira afim nas condições. Exemplos numéricos ilustram os resultados.
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1. INTRODUÇÃO

Sistemas chaveados são uma subclasse de sistemas h́ıbridos
que vem atraindo grande atenção da comunidade cient́ıfica
desde a década de 1970, como pode ser confirmado por vá-
rios resultados relevantes na literatura, como por exemplo
os artigos (Wicks et al., 1994; Liberzon and Morse, 1999;
Skafidas et al., 1999; DeCarlo et al., 2000; Hespanha and
Morse, 2002; Ji et al., 2005) e livros (Liberzon, 2003; Sun
and Ge, 2005). Esses sistemas são caracterizados por apre-
sentarem um conjunto finito de subsistemas e uma regra de
chaveamento responsável por selecionar qual subsistema
está ativo em determinado instante de tempo (Liberzon,
2003; Lin and Antsaklis, 2009). Essas caracteŕısticas fa-
zem com que uma ampla gama de problemas f́ısicos e de
engenharia possam ser modelados como sistemas chavea-
dos, por exemplo, os sistemas de eletrônica de potência
(Cardim et al., 2009), véıculos aéreos (Wang et al., 2015),
robóticos (Zhang et al., 2018) e de distribuição inteligente

⋆ O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de
Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior - Brasil (CAPES) -
Código de Financiamento 001, e CNPq.

(Homaee et al., 2014), energia (Williams and Hoft, 1991),
controle em rede (Donkers et al., 2011) e hidráulicos (Kong
et al., 2019). Uma caracteŕıstica interessante dos sistemas
chaveados é que muitas vezes a regra de chaveamento é
capaz de assegurar a estabilidade assintótica global mesmo
que todos os subsistemas sejam instáveis. Também é im-
portante salientar que a presença da comutação pode não
estar necessariamente associada à dinâmica f́ısica, mas sim
a uma lei de controle, capaz de melhorar o desempenho do
sistema em malha fechada (Morse, 1996; Narendra and
Balakrishnan, 1997).

A regra de chaveamento, quando arbitrária, em geral está
associada a sinais exógenos ou parâmetros variantes no
tempo (Daafouz et al., 2002; Lin and Antsaklis, 2005;
Lee and Dullerud, 2006), diferente de uma regra contro-
lada que tipicamente é regida pelos estados do sistema
(Wicks et al., 1994; Feron, 1996; Geromel and Colaneri,
2006; Deaecto et al., 2015; Zhai, 2001). Em meados da
década de 1990, muitos resultados surgiram para regras
de chaveamento controladas. Nesse contexto, as condições
propostas em Zhai (2001) destacam-se pelo pioneirismo
em discutir a extensão dos resultados originalmente apre-
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sentados para sistemas cont́ınuos, baseados na existência
de uma combinação convexa estável (Wicks et al., 1994),
para lidar com sistemas a tempo discreto. Em seguida
surgiram outras condições de estabilidade para o tempo
discreto propostas em Zhang et al. (2012), Zhang et al.

(2009). É posśıvel observar que a maioria das técnicas dis-
pońıveis na literatura é formulada em termos de condições
na forma de desigualdades matriciais bilineares (em inglês,
bilinear matrix inequalities — BMIs), como nos resultados
baseados na estabilidade quadrática e em múltiplas fun-
ções de Lyapunov (Hu et al., 2008; Liberzon, 1999; Wicks
and DeCarlo, 1997; Pettersson, 2003; Zhang et al., 2009)
ou nas desigualdades de Lyapunov-Metzler (Geromel and
Colaneri, 2006; Deaecto et al., 2015; Deaecto and Geromel,
2017; Fiacchini et al., 2016).

Este artigo propõe o projeto de uma lei de controle de
realimentação de estado de um sistema chaveado a tempo
discreto em que a regra de chaveamento e os ganhos de rea-
limentação são computados simultaneamente. A estratégia
de estabilização é baseada na técnica proposta em Zhai
(2001), que é composta pela busca por uma combinação
linear dos modos do sistema chaveado e uma função de
Lyapunov quadrática (que independe dos modos). Um
algoritmo iterativo baseado em desigualdades matriciais
lineares (em inglês, linear matrix inequalities — LMIs)
é proposto para não somente encontrar tal combinação
convexa, como também a regra de chaveamento e os ganhos
de realimentação. Um destaque do método é a não neces-
sidade de realizar a discretização do espaço de parâmetros
escalares, que é uma prática comum das estratégias dispo-
ńıveis na literatura. Experimentos numéricos são apresen-
tados para avaliar o desempenho da abordagem proposta.

Notação: M ∈ R
n×m indica que M é uma matriz real de

dimensão n×m e a matriz transposta de M é simbolizada
por M ′. He(M) = M + M ′ e M ≻ 0 denota uma
matriz definida positiva. O śımbolo ⋆ representa um bloco
induzido por simetria em uma matriz quadrada e ⊗ indica
o produto de Kronecker. In representa a matriz identidade
de dimensão n e 0 a matriz nula de dimensão apropriada.
O módulo dos autovalores de M ∈ R

n×n é denotado
por |λi(M)|, i = 1, . . . , n. Além disso, |λmin(M)| =
mini |λi(M)| e |λmax(M)| = maxi |λi(M)|. O conjunto
simplex unitário é dado por

Λ =
{

ξ ∈ R
n :

N
∑

i=1

ξi = 1, ξi ≥ 0, i = 1, . . . ,N
}

2. PRELIMINARES

Considere o sistema linear chaveado a tempo discreto

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)u(k) (1)

em que x ∈ R
n é o estado, u ∈ R

m é a entrada de controle e
σ é uma regra de comutação a ser projetada que seleciona,
para cada instante de tempo, um subsistema, isto é,

σ(k) = i ∈ {1, . . . , N}
Aσ(k) ∈ {A1, . . . , AN}, Bσ(k) ∈ {B1, . . . , BN}

sendo Ai e Bi, i = 1, . . . ,N matrizes dadas. O objetivo
é projetar simultaneamente a regra de chaveamento σ
e um conjunto de ganhos de realimentação de estados
Ki ∈ R

m×n, i = 1, . . . ,N associado à lei de controle

u(k) = Kσ(k)x(k)

tais que o sistema em malha fechada

x(k + 1) = (Aσ(k) +Bσ(k)Kσ(k))x(k) (2)

seja globalmente assintoticamente estável.

Uma condição para provar a estabilidade de (2) por meio
da existência de uma função de Lyapunov quadrática
é verificar se o conjunto de matrizes {A′

cli
PAcli − P},

i = 1, . . . ,N é estritamente completo (Skafidas et al., 1999)
com Acli = Ai + BiKi. Esse teste é de dif́ıcil formulação
e uma alternativa viável de ser tratada numericamente é
a busca por uma combinação positiva estável das matrizes
Acli do conjunto. O lema apresentado a seguir, proposto
por Zhai (2001), viabiliza o cálculo da regra de comutação
σ e os ganhos de realimentação de estados Ki.

Lema 1. Se existirem uma matriz simétrica definida po-
sitiva P ∈ R

n×n, matrizes Ki ∈ R
m×n e escalares λi,

i = 1, . . . ,N tais que

λi ≥ 0, i = 1, . . . ,N
N
∑

i=1

λi

(

A′
cliPAcli − P

)

< 0 (3)

então a regra de chaveamento

σ(x(k)) = arg min
i∈{1,··· ,N}

x′(A′
cliPAcli − P )x (4)

com
Acli = Ai +BiKi (5)

torna a origem globalmente assintoticamente estável.

É imediato perceber que as condições do Lema 1 não
são LMIs devido ao produto envolvendo os escalares λi,
i = 1, . . . ,N , as matrizes Ki, i = 1, . . . ,N e P na desigual-
dade (3). Contudo, soluções em termos de LMIs podem ser
obtidas por meio de heuŕısticas envolvendo a discretização
do espaço paramétrico dos λi’s e implementação de pro-
cedimentos de busca (mudanças de variáveis envolvendo a
matriz P e os ganhos Ki também são necessárias).

Uma simplificação que pode ser aplicada na desigualdade
(3), conveniente para a estratégia apresentada neste artigo,
é suprimir o produto entre λi e a matriz de Lyapunov que
aparece isolada, isto é, resolver as condições do Lema 1
substituindo a desigualdade em (3) por

N
∑

i=1

αi(A
′
cliPAcli) < P,

N
∑

i=1

αi = 1 (6)

Como discutido em Zhai (2001), sempre que o Lema 1
possui solução, a soma δ = λ1+ · · ·+λN é um número po-
sitivo. Portanto, a desigualdade (3) pode ser multiplicada
por δ−1, resultando em (6) com αi = λi/δ e α ∈ Λ. Além
disso, também é permitido considerar que a soma dos αi

em (6) seja maior do que um, pois nesse caso

N
∑

i=1

αi(A
′
cliPAcli) >

N
∑

i=1

αi

α1 + · · ·+ αN
(A′

cliPAcli)

e, como consequência, a primeira desigualdade em (6)
continua fact́ıvel com α ∈ Λ.

Como observado em Geromel and Colaneri (2006), sempre
que a desigualdade (6) tem solução, então a combinação
convexa

∑

i αiAcli é Schur estável. Contudo, nem toda
combinação convexa estável satisfaz (6) (um fenômeno que
não acontece no caso de sistemas a tempo cont́ınuo).
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Um primeiro passo importante na transformação da de-
sigualdade (6) em LMIs é o desacoplamento entre as
matrizes Acli e P . Objetivando uma expressão simétrica
em um espaço aumentado, é conveniente incorporar o
escalar αi em Acli , e uma solução posśıvel é considerar
(
√
αiAcli)

′P (
√
αiAcli) e adotar a mudança de variável

ρi =
√
αi (posśıvel, pois αi ≥ 0). Além disso, o produto

ρiKi também é um inconveniente, mas pode ser contor-
nado com a imposição de um limite nas entradas dos
ganhos Ki (útil do ponto de vista prático, embora possa
não ser suficiente para prevenir a saturação dos atuadores)

Ki = [kijℓ ] ∈ R
m×n, |kijℓ | ≤ β

em que kijℓ representa a j-ésima linha e ℓ-ésima coluna do

ganho Ki e β ≥ 0 é um escalar dado 1 , e as mudanças de
variáveis K̄i = ρiKi, que levam às restrições

−ρiβ ≤ k̄ijℓ ≤ ρiβ (7)

para i = 1, . . . ,N .

A próxima seção apresenta condições de śıntese em que a
regra de chaveamento σ e os ganhos de realimentação Ki,
i = 1, . . . ,N são projetados simultaneamente. A novidade
técnica é que, com a fixação de algumas variáveis de folga,
as condições são formuladas em termos de LMIs.

3. CONTROLE CHAVEADO VIA REALIMENTAÇÃO
DE ESTADOS

Teorema 2. Sejam B1 ∈ R
nN×n, B2 ∈ R

nN×nN e B3 ∈
R

nN×nN matrizes dadas com B3 de posto completo, e β
um escalar positivo. Se existirem uma matriz simétrica
definida positiva P ∈ R

n×n, matrizes X1 ∈ R
n×nN ,

X2 ∈ R
nN×nN , X3 ∈ R

nN×nN , K̄i ∈ R
m×n, i = 1, . . . , N

e os escalares µ, ρi, i = 1, . . . ,N tais que (7)

ρi ≥ 0, i = 1, . . . ,N (8)

µ ≤ ρ1 + . . .+ ρN (9)

Q+He(XB) < 0 (10)

com

Q =

[−P ⋆ ⋆
0 Φ1 ⋆
Φ2 Φ3 0

]

, B = [B1 B2 B3] , X =

[X1

X2

X3

]

e

Φ1 = IN ⊗ P, Φ2 =







ρ1A1 +B1K̄1

...
ρNAN +BNK̄N






, Φ3 = −InN

então, caso ρ21 + · · · + ρ2N ≥ 1, a regra de chaveamento
(4) torna a origem do sistema (2) globalmente assintotica-
mente estável com Ki = 0 se ρi = 0 ou Ki = (ρi)

−1K̄i se
ρi 6= 0.

Prova: Multiplicando (10) à direita por B⊥ e à esquerda

por B⊥′

, com

B⊥ =





In 0
0 InN

(−B−1
3 B1) (−B−1

3 B2)





obtém-se

Qa +He(XaBa) < 0 (11)

1 Diferentes valores de β para cada entrada da matriz de ganho
podem ser considerados.

com

Qa =

[

−P ⋆
0 Φ1

]

, Xa =

[

(−B−1
3 B1)′

(−B−1
3 B2)′

]

Ba =







ρ1A1 +B1K̄1

...
ρNAN +BNK̄N

−InN







Por fim, ao multiplicar (11) à direita por B⊥
a e à esquerda

por B⊥′

a com

B⊥
a =









In
ρ1A1 +B1K̄1

...
ρNAN +BNK̄N









tem-se
N
∑

i=1

(

(ρiAi +BiK̄i)
′P (ρiAi +BiK̄i)

)

− P < 0 (12)

Com as mudanças de variáveis associadas aos ganhos de
realimentação K̄i e colocando ρi em evidência, tem-se

N
∑

i=1

ρ2i ((Ai +BiKi)
′P (Ai +BiKi)) < P

Assim, caso ρ21+ · · ·+ρ2N ≥ 1, então a mudança de variável
αi = ρ2i garante a factibilidade de (6) e, portanto, que σ(x)
dado por (4) é uma regra de chaveamento globalmente
estabilizante. �

A grande vantagem do Teorema 2 está no fato das matrizes
(ρiAi + BiK̄i), i = 1, . . . , N aparecerem de forma afim
na desigualdade (10). Sendo assim, os escalares ρi, i =
1, . . . , N podem ser tratados como variáveis do problema
(sujeitos às restrições lineares (8) e (9)). A limitação do
Teorema 2 é que os parâmetros ρi estão correlacionados
com os parâmetros αi do Lema 1 na forma ρi =

√
αi. Essa

propriedade decorre da estratégia proposta para linearizar
a desigualdade (6), que apresenta uma série de bilineari-
dades. Portanto, uma solução fact́ıvel do Teorema 2 não
garante em prinćıpio que a soma dos αi é maior ou igual
a um e, consequentemente, que a regra de chaveamento é
estabilizante. Esse ponto é endereçado mais adiante explo-
rando de forma conveniente a desigualdade (9).

Outra limitação está em garantir a existência de uma
solução fact́ıvel dada a escolha das matrizes iniciais B1,
B2 e B3, contornada no próximo teorema.

Teorema 3. As escolhas

B1 = 0, B2 = InN , B3 = −InN
garantem que as condições do Teorema 2 sempre fornecem
uma solução fact́ıvel.

Prova: Adotando as escolhas propostas para B1, B2, B3 e
fixando X = (−1/2)B na desigualdade (10), obtém-se

[−P ⋆ ⋆
0 IN ⊗ (P − In) ⋆
Γ 0 −InN

]

< 0

com

Γ =







ρ1A1 +B1K̄1

...
ρNAN +BNK̄N







com P = dI > 0, ρi = 0, K̄i = 0, i = 1, . . . ,N tem-se
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[−dIn ⋆ ⋆
0 IN ⊗ (d− 1)In ⋆
0 0 −InN

]

< 0

sempre verificada para 0 < d < 1. Finalmente, note que
a desigualdade (9) pode ser satisfeita com qualquer valor
não positivo de µ. �

Uma propriedade útil associada ao Teorema 2, visando a
busca de soluções com µ ≥ 1, é que caso o mesmo seja
fact́ıvel para um certo valor de µ̄, as matrizes soluções X1,
X2 e X3 podem ser utilizadas para inicializar as matrizes
B1, B2 e B3 em um novo teste, garantindo que o novo valor
de µ pode ser maior ou igual a µ̄, como mostra o próximo
teorema.

Teorema 4. Sejam µ̄, X̄1, X̄2 e X̄3 soluções do Teorema 2,
para uma dada matriz inicial B̄. As escolhas B1 = X̄ ′

1,
B2 = X̄ ′

2 e B2 = X̄ ′
3 em um novo teste das condições do

Teorema 2 garantem uma solução fact́ıvel com µ ≥ µ̄.

Prova: Como hipóteses, as desigualdades (9) e (10) estão
satisfeitas com µ̄ e X̄ para uma dada condição inicial B̄.
Como He(X̄ B̄) é igual a He(B̄′X̄ ′), um novo teste do Teo-
rema 2, com a condição inicial B = X̄ ′ é garantidamente
fact́ıvel e o valor de µ é maior ou igual a µ̄. �

O último elemento necessário para estabelecer o procedi-
mento de estabilização proposto neste trabalho é a garan-
tia da soma maior ou igual a um dos parâmetros αi para
que as condições propostas no Teorema 2 atendam as res-
trições dadas em (6) e, consequentemente, o Lema 1. Como
a relação entre ρi e αi não é linear, uma possibilidade é
resolver as condições do Teorema 2 maximizando o valor
de µ. Com o resultado em mãos, verifica-se se a soma dos
αi é maior ou igual a um. Se não for, o Teorema 2 é testado
novamente com a garantia de que o novo valor de µ não
diminui. Esse procedimento é apresentado no Algoritmo 1,
principal contribuição deste trabalho. A cada iteração o
valor da soma dos αi é computado e o procedimento é
terminado caso esse valor seja maior ou igual a um (teste
aplicado na linha 5 do algoritmo). Os parâmetros itmax

(número máximo de iterações) e ǫ são fornecidos a priori,
sendo esse último parâmetro utilizado para encerrar o
procedimento caso a melhora de µ seja marginal entre

duas iterações consecutivas. É importante salientar que
o procedimento não é globalmente convergente, pois os
resultados dependem das condições iniciais B1, B2 e B3.

Algoritmo 1 Controle Chaveado

1: Inicialização: itmax, ǫ, k ← 0, B1 = 0, B2 = IN ⊗ In,
B3 = IN ⊗−In

2: Enquanto k < itmax Faça
3: k ← k + 1;
4: maximize µk s. a P > 0, (7), (8), (9) e (10)

5: Se
∑N

i=1 ρ
2
i ≥ 1 Então

6: Retorna (P, Ki, i = 1, . . . ,N)
7: Fim Se
8: Se |µk − µk−1| < ǫ Então
9: abandone;

10: Fim Se
11: B ← X ′

12: Fim Enquanto

4. EXEMPLOS

A complexidade numérica do Teorema 2 é proporcional
ao número de variáveis escalares V e linhas de LMIs L,
dados por V = N +2+n2(2N2+N)+mnN +(n2+n)/2
e L = 2n(mN + N + 1) + N + 1 (observe que L cresce
linearmente com N).

Nos exemplos apresentados a seguir, o Algoritmo 1 foi
testado com itmax = 25, ǫ = 10−4, implementado com
o parser YALMIP (Löfberg, 2004), e as LMIs resultan-
tes foram solucionadas com o resolvedor de programação
semidefinida Mosek (Andersen and Andersen, 2000). Os
experimentos foram simulados em um PC com a seguinte
configuração: Core i7-4770 (3.40 GHz), 7.7 GB de RAM,
MATLAB Versão: 9.4.0.813654 (R2018a) 64 bits, Ubuntu
18.04.06 (64 bits).

Exemplo 1: Considere o sistema chaveado (1) proposto em
Benallouch and Schutz (2012) com Ai e Bi dadas por

A1 =

[

0,7786 0,9908 0,1270
0,1616 0,8443 0,8144
0,9214 0,9747 0,7825

]

, B1 =

[

0,2458 0,7409
0,2501 0,5257

0 0

]

A2 =

[

0,3894 0,3263 0,7746
0,7806 0,9886 0,1297
0,8814 0,4718 0,3110

]

, B2 =

[

0,2722 0,6055
0,1576 0,1580

0 0

]

A3 =

[

0,3049 0,4247 0,8979
0,8448 0,2485 0,6921
0,7558 0,9160 0,3636

]

, B3 =

[

0,4945 0,3020
0,9237 0,9118

0 0

]

A4 =

[

0,1194 0,3964 0,2454
0,1034 0,2515 0,4983
0,6981 0,8655 0,2403

]

, B4 =

[

0,9894 0,7205
0,1709 0,1519

0 0

]

Inicialmente, o objetivo é projetar apenas uma regra de
chaveamento (Ki = 0) tal que o sistema chaveado seja
globalmente assintoticamente estável e comparar os resul-
tados com a técnica proposta no Teorema 4 de Geromel
and Colaneri (2006) (GC-T4). Para realizar a comparação,
a seguinte modificação na matriz dinâmica Ai = ϕAi foi
realizada, de modo a provar a estabilidade do sistema para
o maior valor do parâmetro ϕ ∈ [0,001, 10], mediante uma
busca por bisseção. A condição GC-T4 demanda um busca
em um parâmetro escalar γ ∈ [0, 1), implementada com a
discretização da faixa em 25 pontos igualmente espaçados.
Os resultados são reportados na Tabela 1 e observa-se que
o Algoritmo 1 consegue obter um valor de ϕ superior ao
encontrado por GC-T4 (γ = 0,24) apesar de demandar
maior esforço computacional.

Tabela 1. Resultados do Algoritmo 1 (A1) e
Teorema 4 (GC-T4), proposto em Geromel
and Colaneri (2006), para o Exemplo 1. O
número médio de iterações e o tempo médio
por iteração são dados por itmedio e tmedio (s),

respectivamente.

ϕmax itmedio tmedio (s)

A1 0,74 3,33 0,12
GC-T4 0,51 2 0,01

A Figura 1 mostra as trajetórias do sistema e a regra de
chaveamento σ, para a condição inicial x(0) = [2 1 −3]′ e
ϕmax = 0,74.
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Figura 1. Trajetória dos estados e regra de chaveamento σ
para ϕmax = 0,74, Exemplo 1.

O próximo objetivo deste experimento é projetar, além
da regra de chaveamento, um conjunto de ganhos de
realimentação tais que o sistema chaveado em malha
fechada seja globalmente assintoticamente estável. Além
disso, todas as entradas dos ganhos de realimentação são
limitadas por β. Os resultados do Algoritmo 1 para β ∈
{0,1; 1; 10} são apresentados a seguir.

• β = 0,1 : infact́ıvel

• β = 1 : µ = 2,4553, P =

[

0,8572 0,8205 0.2060
0,8205 1,0160 0,2344
0,2060 0,2344 0,3600

]

,

Ki =



















































[

−1,0000 −1,0000 −1,0000
−0,6816 −1,0000 −0,6610

]

[

−1,0000 −1,0000 −1,0000
−1,0000 −1,0000 −0,9532

]

[

−1,0000 −1,0000 −1,0000
0,0427 0,4354 −0,1671

]

[

0,4034 0,0027 0,0721
−1,0000 −1,0000 −1,0000

]



















































• β = 10 : µ = 3,1788, P =

[

1,0327 0,8660 0,4159
0.8660 0,8674 0,3830
0,4159 0,3830 0,2234

]

,

Ki =



















































[

4,6779 −2,6719 −9,9971
−2,9006 −0,7493 2,8933

]

[

−10,0000 −10,0000 0,1286
3,5730 3,6398 −1,4412

]

[

−0,7848 −2,6067 −3,8599
−0,3103 2,1517 3,0652

]

[

7,0515 6,6289 6,7996
−10,0000 −10,0000 −10,0000

]



















































Com relação ao esforço computacional demandado pelo
Algoritmo 1, foram 360 variáveis escalares (V ), 83 linhas
de LMIs (L), uma iteração e 0,03 e 0,04 segundos por
iteração para os casos β = 1 e β = 10, respectivamente.
O caso β = 0,1 demandou 9 iterações e 0,04 segundos por
iteração.

A Figura 2 mostra as trajetórias do sistema chaveado em
malha-fechada para a condição inicial x(0) = [2 1 −3]′,
para β = 10. O sinal de controle u e a regra de chave-
amento σ são apresentados na Figura 3. Os resultados
claramente mostram que o controle chaveado via reali-
mentação de estados proposto pelo Teorema 2 provou
ser eficaz. Como todos os subsistemas foram estabilizados
pelos ganhos Ki, é provável que a regra de chaveamento
permaneça em um dos modos após alguns instantes de
tempo, como o observado na Figura 3.
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Figura 2. Trajetória dos estados para β = 10, Exemplo 1.
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Figura 3. Sinal de controle u e regra de chaveamento σ,
Exemplo 1.

Antes de finalizar este experimento, uma nova comparação
é apresentada, porém com a técnica de controle via reali-
mentação de estados proposta no Corolário 3.3 em Deaecto
(2010) (D-C3.3). Novamente, é considerada a modificação
Bi = ϕBi, e procura-se estabilizar o sistema para o menor
valor do parâmetro ϕ ∈ [0,001, 10]. Assim, a factibilidade
das condições é verificada com a diminuição do efeito da
entrada de controle sobre o sistema. Em D-C3.3, também
faz-se uma discretização da faixa [0, 1) para procurar
pelo valor de γ que torna as condições fact́ıveis (neste
exemplo, foram considerados 25 pontos). Além disso, para
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implementar a restrição de magnitude nos ganhos, as ma-
trizes Si ∈ R

n×n, i = 1, . . . ,N foram restritas a matrizes
diagonais, sendo sij o j-ésimo elemento da diagonal, e as
seguintes limitações dos ganhos foram implementadas

−siℓβ ≤ yij,ℓ ≤ siℓβ

em que yij,ℓ representa a j-ésima linha e ℓ-ésima coluna
das matrizes Yi ∈ R

m×n, i ∈ {1, . . . ,N}. Note que os
ganhos em Deaecto (2010) são dados por Ki = YiS

−1
i ,

e a estratégia utilizada é apenas suficiente.

Os resultados da Tabela 2 indicam que o Algoritmo 1
consegue obter valores inferiores de ϕ apesar do maior
esforço computacional quando comparado com o D-C3.3
(γ = 0, para o caso β = 10).

Tabela 2. Resultados do Algoritmo 1 (A1) e
Corolário 3.3 de Deaecto (2010) (D-C3.3), para
o Exemplo 1. O número médio de iterações e o
tempo médio por iteração são dados por itmedio

e tmedio (s), respectivamente.

β ϕmin itmedio tmedio (s)

A1
0,1

1,67 5,38 0,24
D-C3.3 infact́ıvel

A1
1

0,17 2,70 0,12
D-C3.3 infact́ıvel

A1
10

0,02 1,91 0,08
D-C3.3 0,17 1 0,01

Como ilustração, o Algoritmo 1 obteve os seguintes resul-
tados para β = 10 e ϕmin = 0,02

• µ = 1,7091,

P =

[

0,3471 0,4078 0,2969
0,4078 0,5937 0,3983
0,2969 0,3983 0,3089

]

, Ki = −
[

10 10 10
10 10 10

]

∀i ∈ {1, . . . ,N}. As trajetórias do sistema chaveado em
malha-fechada para β = 10, ϕmin = 0,02 e a condição
inicial x(0) = [2 1 −3]′ são mostradas na Figura 4, assim
como o sinal de controle u e a regra de chaveamento σ
na Figura 5. Apesar das matrizes Bi, i = 1, . . . ,N , serem
ponderadas por um valor pequeno e os ganhos de controle
serem limitados, as condições dadas pelo Teorema 2 se
provaram eficazes para a estabilização via realimentação
de estados.

Exemplo 2: Considere a estabilização simultânea de três
pêndulos invertidos proposto em Al-Areqi et al. (2012),
sendo o modelo linearizado de cada pêndulo invertido Pi,
i = 1, 2, 3 dado por

[

φ̇i(t)

φ̈i(t)

]

=





0 1
(mi +Mi)g

Mili
0





[

φi(t)

φ̇i(t)

]

+

[

0
−1
Mili

]

Fi

em que φi é o ângulo do pêndulo, Fi é a força que
atua sobre o carrinho e g = 9,81 m/s2 é a aceleração
gravitacional. Cada pêndulo Pi possui valor de massa
mi = 0,3 Kg e o carrinho associado Mi = 0,1 Kg, e
os valores dos comprimentos para os pêndulos P1, P2 e P3

são respectivamente l1/2/3 = 0,1336/0,242/0,545m, o que

leva a diferentes frequências naturais ω1/2/3 = 12/9/6 s−1.
As matrizes do modelo discretizado com o tempo de
amostragem τ = 0,1 segundo são dadas por
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Figura 4. Trajetória dos estados para β = 10 e ϕmin =
0,02, Exemplo 1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-4

-2

0

2

4

u

u1

u2

k

k

σ

Figura 5. Sinal de controle u e regra de chaveamento σ
para β = 10 e ϕmin = 0,02, Exemplo 1.

A1 =

[

1,0268 0,1009
0,5384 1,0268

]

, B1 =

[

−0,7419
−7,5500

]

A2 =

[

1,0479 0,1016
0,9647 1,0479

]

, B2 =

[

−0,4198
−4,3300

]

A3 =

[

1,1088 0,1036
2,2156 1,1088

]

, B3

[

−0,1901
−2,0346

]

O objetivo é projetar simultaneamente os ganhos de reali-
mentação Ki e uma regra de chaveamento σ que estabiliza
o sistema em malha fechada sob as restrições dadas em (7)
considerando β ∈ {0,1; 1; 10}. Os seguintes ganhos Ki,
escalar µ e matriz P foram obtidos a partir do Algoritmo 1:

• β = 0,1 : infact́ıvel:

• β = 1 : µ = 1,8334, P =

[

1,0133 0,0570
0,0570 0,1005

]

Ki =

{

[0,1022 0,1360] , [0,2751 0,2420]
[1,0000 0,2071]

}

• β = 10 : µ = 1,8560, P =

[

1,0093 0,0007
0,0007 0,0068

]
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Ki =

{

[0,0964 0,1361] , [0,2652 0,2424]
[1,1717 0,5511]

}

Em termos do esforço computacional, o Algoritmo 1 de-
mandou V = 98, L = 32, uma iteração e 0,01 segundo por
iteração para os casos β = 1 e β = 10 (o caso β = 0,1
demandou 10 iterações e 0,2 segundos por iteração).

As trajetórias do sistema em malha fechada considerando
a condição inicial x(0) = [−2 1]

′
e β = 10, e o sinal

de controle u (a regra de chaveamento assumiu o valor
σ(k) = 3 para todo k) são mostrados nas Figuras 6 e 7,
respectivamente. Os resultados mostram mais uma vez a
eficiência da técnica.
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Figura 6. Trajetória dos estados para β = 10, Exemplo 2.
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Figura 7. Sinal de controle para β = 10, Exemplo 2.

Em comparação com os métodos de Geromel and Colaneri
(2006) e Deaecto (2010), os resultados obtidos são apre-
sentados nas Tabelas 3 e 4, respectivamente, utilizando o
mesmo esquema de comparação do Exemplo 1.

Os resultados das Tabelas 3 e 4 indicam que o Algo-
ritmo 1 consegue obter resultados melhores de ϕmin e ϕmax

quando comparados com os obtidos por GC-T4 e D-C3.3,
ao preço de um maior esforço computacional.

Tabela 3. Resultados do Algoritmo 1 (A1) e
GC-T4, para o Exemplo 2.

ϕmax itmedio tmedio (s)

A1 0,74 3 0,02
GC-T4 0,68 2 0,01

Tabela 4. Resultados do Algoritmo 1 (A1) e
D-C3.3, para o Exemplo 2.

β ϕmin itmedio tmedio (s)

A1
0,1

1,06 3,00 0,03
D-C3.3 3,17 1 0,01

A1
1

0,11 2,40 0,01
D-C3.3 0,32 1 0,01

A1
10

0,01 2,31 0,02
D-C3.3 0,03 1 0,01

5. CONCLUSÃO

Este artigo apresentou novas condições de estabilização
quadrática de sistemas chaveados a tempo discreto, ba-
seadas em LMIs, em que a regra de chaveamento e os
ganhos de realimentação são projetados simultaneamente.
A śıntese é realizada de forma iterativa e não requer a
aplicação de procedimentos baseados em grid, que podem
demandar alto esforço computacional para sistemas com
grande número de regras. Exemplos numéricos ilustram o
bom desempenho do método. Como perspectivas de traba-
lhos futuros têm-se o tratamento do tempo de permanência
(do inglês, dwell-time) mı́nimo da regra de chaveamento
nos subsistemas, assim como a extensão da técnica para li-
dar com estratégias de chaveamento menos conservadoras,
como as baseadas nas desigualdades de Lyapunov-Metzler.
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