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Abstract: This paper presents the combination of a stability criterion for systems with time-
varying delay and an unconstrained MPC for linear systems with future reference. The future
reference knowledge is useful in some applications as the current control action is defined by
taking into account a future prediction error. However, this kind of solution is typically achieved
with MPC controllers based on optimization based solutions. In this work, the unconstrained
solution of a linear MPC is obtained and analyzed to deal with systems with time-varying delay.
An illustration case study is presented to illustrate the usefulness of the proposed analysis
approach.

Resumo: Neste artigo, apresenta-se a combinacao de um critério de estabilidade para sistemas
com atraso varidvel com controlador linear para tratamento de referéncias futuras baseada num
controlador preditivo sem restrigoes. O conhecimento da referéncia futura é importante em
algumas aplicagoes na medida em que a acao de controle atual é definida levando em consideracao
o erro futuro. No entanto, este tipo de solugao é tipicamente implementada em controladores
preditivos por meio da solugao de um algoritmo de otimizagao. Neste trabalho, a solugao explicita
do MPC sem restrigoes é analisada em casos com atrasos varidveis inerentes ao problema. Um
caso de estudo é simulado de forma a ilustrar a utilidade da anélise de robustez na sintonia do
controlador baseado na minimizacao de um critério de otimizagao.
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1. INTRODUCAO

Conforme explorado na discussao apresentada por Deng
et al. (2022), o controle de sistemas com atraso varigvel é
tema de particular interesse na literatura devido a impor-
tancia dos sistemas de controle via redes, cujas aplicagoes
abrangem desde sistemas de geracao de energia, visto
em Hu et al. (2021) a controle de movimento por redes
CAN em Zhang et al. (2018). Em Murray et al. (2003) ja
se discutiam os proximos desafios enfrentados dentro do
campo cientifico na drea de controle e automacao, dentre
os quais o NCS (do inglés, Networked Control System),
ou controle via redes. Segundo Heemels et al. (2010), o
interesse por NCS é motivado por beneficios como fa-
cilidade de manutencao e instalagdo, alta flexibilidade e
baixo custo. Vale destacar também que o desenvolvimento
e pesquisa em NCSs vem sendo impulsionados devido a
consideravel implementacao de redes wireless nas tltimas
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décadas, como afirma Gupta (2010). Porém, Tipsuwan
(2003) enfatiza que, independente do tipo de rede usado
nos NCSs, o desempenho de sistemas controlados via rede
¢é naturalmente afetado por atrasos. Eles ainda comentam
que metodologias de controle baseada em atrasos cons-
tantes nao sdo diretamente aplicdveis a controle via redes
devido a frequente presenga de atrasos varidveis.

Dessa forma, controladores robustos para sistemas com
atrasos varidveis sdo estudados desde Kao (2004), com
avancos em Kao (2007) e Cloosterman et al. (2009).
Destaca-se o estudo realizado em Kao (2004), em que
sao propostos critérios de robustez com base na andlise
em frequéncia de sistemas SISO (do inglés, Single-Input
Single-Output), mas que também podem ser estendido
para sistemas MIMO (do inglés, Multiple-Input Multiple-
Output), vide Franklin et al. (2021).
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Problemas com atrasos de natureza varidvel podem ser
contornados também com a adogao de controladores ba-
seados em referéncias futuras como se observa em Santos
et al. (2017) e Santos et al. (2018). O controlador preditivo
baseado em modelo, ou MPC (do inglés, Model Predictive
Control), utiliza o principio de referéncias futuras em sua
formulacdo trazendo vantagens na atuacdo em sistemas
complexos multivaridveis com longos tempos de atraso
e também na avaliagao de referéncias futuras, conforme
Camacho and Alba (2013). As vantagens do MPC sao
obtidas em particular no contexto de robdtica mével em
que o conhecimento da referéncia futura pode melhorar o
desempenho do seguimento de trajetdria. Os beneficios da
utilizagao bem como estratégias de uso de referéncias fu-
turas sao de mesmo modo discutidos em Valencia-Palomo
et al. (2014), Chen et al. (2020) e Dughman and Rossiter
(2020).

Isto posto, este trabalho propoe uma abordagem para
sintonia e andlise de um controlador linear baseado em
referéncias futuras de tal forma que a escolha dos pa-
rametros garantam estabilidade dado um limite maximo
de incerteza no atraso existente do modelo controlado,
estendendo a andlise feita em Kao (2004) para sistemas
multivaridveis.

Para isso, o trabalho foi organizado da seguinte forma: na
secao 2 é apresentada a base tedrica do controlador 6timo
sem restrigbes; na Secao 3 é abordada a anélise do atraso
variavel em sistemas MIMO; na secao 4 é apresentado os
resultados da aplicacao da abordagem em um robo movel;
e por fim, na segdo 5 é feita a conclusdo com base nos
resultados da abordagem encontrados.

2. CONTROLADOR EM FUNCAO DE
REFERENCIAS FUTURAS

2.1 Modelo aumentado de sistemas lineares e invariantes
no tempo

Um sistema MIMO linear e invariante no tempo discreto
pode ser representado por equagoes a diferencas de pri-
meira ordem, conforme formulagao em espaco de estados:

zlk + 1) = A z[k] + Bpulk]
y[k] = Crn[k]. (1)

Com o objetivo de melhorar caracteristicas de rejeicao a
perturbacao, o modelo aumentado é obtido com a inclusao
de um integrador em (1), resultando nas equagdes discretas
de estado incremental, como descrito em Wang (2009):

£k + 1] = A€[k] + BAu[k]
ylk] = C¢[K], (2)

sendo que &[k] = [Az[k] y[k]']" é um vetor de estado
aumentado, Aulk] = u[k] — u[k — 1] é a primeira diferenca
da varidvel de controle e Az[k] = x[k]—xz[k—1] é a primeira
diferenca da variavel de estado do sistema. Portanto, por
inspecao, as novas matrizes podem ser definidas como :
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A B
A= [Cmgm ﬂ B= [Cmgm] c=01. @
Considerando a solu¢do em tempo discreto, partir da
iteragao de (2), o vetor de saidas futura Y[k|, dentro de
um horizonte de predigao N, e de controle N,, é fungao
do estado atual {[k] e do vetor de entradas futuras AU[k]
conforme (4), tal que

ylk + Np‘k]
em que AU[k], F e H sdo dados por:

Ad[k|k]
Adlk + 1]k]
AUTK] = : ; (5)
Adfk + N, — 1/k]
cA
CA2
F=| . | (6)
C AN
CB 0o . 0

CAB
H= : : - : (7)
CANe—1B CAN»—2B ... CANe—Nu B

A lei de controle aqui proposta é dada pelo tratamento
das futuras referéncias ao minimizar a fungao objetivo J,
quadrética e definida positiva, que considera o erro entre
as saidas e referéncias futuras, com a adi¢gao de um segundo
elemento quadratico referente ao esforgo de controle:

J = (V[k] = WIK])' QV[K] — WIk]) + AU[K] RAU[E], (8)

sendo W[k] o vetor de referéncias futuras,

Wkl = | : 9)
yr[k + Nplk]

A partir de (8), define-se também que as matrizes @ €
RNeXNo ¢ B € RNuXxNi (considerando N, e N; a quanti-
dade de saidas e entradas respectivamente) sdo parametros
que ponderam os erros futuros e o esforco de controle
respectivamente com @ > 0 e R > 0.

Para o caso especifico sem restricoes, uma expressao ex-
plicita da lei de controle pode ser dada ao avaliar o
ponto minimo da fungéo custo (8) ao resolver o problema
0J/OAU = 0, resultando em:

AUIK = (H'QH + R)™"H'(WIK - F¢[k).  (10)

O principio do horizonte deslizante apresentado em Cama-
cho and Alba (2013) e Maciejowski (2002) ¢é definido pela

DOI: 10.20906/CBA2022/3611



Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XXIV Congresso Brasileiro de Automatica - CBA 2022, 16 a 19 de outubro de 2022

utilizagao exclusiva do primeiro vetor de controle 6timo,
descartando-se os demais incrementos de controle futuro.
Tal principio permite que a solugao étima definida por
Aulk] seja recalculada a partir da nova medida de vetor
de estados atuais, £[k], e referéncias futuras W, sendo pos-
sivel atuar apropriadamente diante de perturbagoes e/ou
mudancas de referéncias, assim que tais eventos ocorram.
Logo, a lei de controle pode ser definida por:

Ny

——
Aulk] = [TV 0 ... 0 O] AU[K], (11)

sendo N; o nimero de entradas do sistema, previamente
definido, e a matriz de zeros 0 com mesma ordem que a
matriz identidade. Com isso, obtém-se a lei de controle
linear parametrizada por Ky e K¢, que sao ganhos associ-
ados as referéncias futuras e ao estado incrementado atual
respectivamente:

12
ylk] (12)
Dado que (12) representa um sistema linear e invariante
no tempo multivaridvel, a relacao entradas-saidas pode ser
verificada:

Aufk] = K, WK — K {M“ﬂ .

U(z) = Crs(2)Yr(2) = Cro(2) X (2), (13)

em que as fungoes de transferéncia em funcao da referéncia
yr[k] e estados z[k] sdo dadas por Cys(z) e Cp(2) respec-
tivamente, de tal forma que:

O =K, 2= | | (14)
z].VP
Cro(z) = Ke——= {(1—?1)1], (15)

Importante observar que a andlise realizada em (13) é
valida para sistemas cujos estados sao diretamente men-
surdveis, ou que suas saidas sejam combinagoes lineares
dos mesmos. Caso contrario, um observador de estados
deve ser inserido na anélise, como visto em Maciejowski
(2002). Cabe destacar que o filtro de referéncia Cys(z) é
nao-causal, sendo esta uma caracteristica esperada por se
tratar de uma estratégia que demanda o conhecimento da
referéncia futura.

3. ANALISE DE INCERTEZAS DE ATRASO
VARIAVEL

Com o objetivo de avaliar o comportamento em malha
fechado do controlador proposto voltado ao tratamento de
referéncias futuras na presenca de atraso varidvel, define-
se um operador de atraso variavel na entrada de controle
tal que ulk — d[k]] = ®(ulk], k) com 0 < d[k] < Nz O
critério proposto por Kao (2004) serd utilizado de maneira
a verificar a estabilidade robusta por meio de teorema do
pequeno ganho, sendo N,,,, a margem de atraso varidvel
robusta a ser calculada.
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Figura 1. Sistema controlado com dois graus de liberdade.

Considere o sistema representado na Figura 1 de tal forma
que a funcdo de transferéncia P(z) é regulada por um
controlador de dois graus de liberdade dados por F(z)
e C(z). Para fins da andlise aqui proposta, representa-
se o operador de incerteza de atraso ® na malha direta
do sistema em série com o sistema controlado de maneira
simplificada.

As funcgoes de transferéncia F(z) e C(z), que representam
o controlador proposto na secao anterior, sao dadas a
partir de (13) para sistemas em que todo os estados sejam
diretamente calculados em funcao da saida:

C(z) = Cfb(Z)C_l,
F(=) = Cpp(2)C() .

(16)
(17)

Esta relacao é valida para o problema a ser estudado
neste trabalho, no qual o sistema ¢é inteiramente atuado,
simplificando a discussao. No caso geral, considerando
que a dimensao do vetor de estados e de controle nao
coincidem, a andlise de estabilidade robusta pode ser
realizada diretamente a partir de (13).

Kao (2004) propoe que o efeito de atraso ® seja escrito
por meio de uma modificagao de malha, como mostrado na
Figura 2, tal que seja possivel aplicar o teorema do pequeno
ganho. Deve-se notar a equivaléncia de malha entre as
Figuras 1 e 2. No entanto, o efeito do atraso varidvel é
representado no subsistema ® r, mas nao se manifesta em
M (z). Adicionalmente, o mesmo autor demonstra que o
maximo ganho induzido pelo subsistema ®r é dado por
Npaz, isto é:

|wk]lli; < Nemaz|[0[F][li,-

(18)

LIEN 49» O(z) HY

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 2. Malha fechada de controle com atraso no cami-
nho direto modelado como incerteza multiplicativa.

Logo, a avaliagao de estabilidade do sistema, pode ser
verificada ao analisar a funcao de transferéncia resultante
M(z) em realimentacdo com o operador ®p, conforme
Figura 3, sendo possivel analisar a estabilidade do conjunto
via teorema do pequeno ganho, como demonstrado em Kao
(2004).
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M(2)

Figura 3. Teorema do pequeno ganho para o sistema
analisado.

Contudo, visto que a andlise em Kao (2004) é reali-
zada para sistemas monovaridveis, este trabalho utiliza
a versao generalizada da andlise de estabilidade para
sistemas multivaridveis ao avaliar o sistema M (z) como
o efeito do produto do operador de primeira diferenca,
dado por (z — 1)/z, pela funcdo complementar de sen-
sibilidade do sistema MIMO em questao, definida por

I+ P(2)C(2))"" P(2)C(z), como segue:

z—1

M(z) = I+ P(z)C’(z))_1 P(2)C(2). (19)
Por fim, o teorema do pequeno ganho afirma que o sistema
é garantidamente estavel sob qualquer pertubagao no
sistema realimentado da Figura 3 se o ganho em qualquer
frequéncia seja menor que a unidade. Dessa forma, conclui-
se que, a partir de (18), o sistema controlado é estdvel se
a condigao (20) for satisfeita.

1

M (7Y ||og < ———.
M)l < 77—

(20)
Deve-se notar que N,,., descreve um limitante para atra-
sos inteiros tal que o mesmo pode ser obtido por Nye. =
[1//|M(7%)||oc |, sendo | ] o maior valor inteiro menor ou
igual a a.

Assim, entende-se que o critério de estabilidade para
atrasos varidveis no tempo defendido por Kao (2004)
fornece uma avaliagdo de tolerancia desta incerteza para
o sistema controlado pela lei de controle (13), em que
existe uma relagao entre os parametros R e () expostos em
(10) e o valor méximo de atraso que garante estabilidade
ao sistema. Este critério pode ser utilizados para fins de
analise, verificando o maximo atraso variavel toleravel para
uma sintonia, mas pode ser definido como ferramenta de
sintese, realizando a busca de parametros que permitam
estabilizar um sistema na presenga de um dado atraso
maximo.

4. ESTUDO DE CASO SIMULADO

Para ilustrar o papel do critério estabelecido por (20) em
um sistema multivaridvel, linear e invariante no tempo,
foi utilizado o modelo de um robé omnidirecional, bem
como a arquitetura de controle descritos em Barreto S.
et al. (2014) e Santos et al. (2018). A avaliagdo do com-
portamento do controlador perante incertezas no atraso foi
baseada no problema de seguimento de trajetéria de robos
moveis.

4.1 Modelo do robé omnidirecional
Para o estudo, o modelo em espago de estados do robd

omnidirecional ilustrado na Figura 4 foi considerado. Nele
sao mostradas as coordenadas [z, y, 6] do rob6 em relacao
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Figura 4. Posi¢ao e orientacdo do robd em relacao ao
mundo e representagao das velocidades lineares e
angular em relagao ao seu centro de massa.

a um referencial fixo OXY. O modelo linear de tempo
continuo que representa a dinamica do robo é dado em
(21). O vetor de estados z(t) = [v(t) v,(t) w(t)]’ contém
as velocidades lineares ortogonais e a velocidade angular
do robd. J4 o sinal de controle u(t) = [u1(t) ua(t) us(t))’
contém respectivamente as tensoes aplicadas nas rodas 1,
2 e 3. Por fim, a safda y(t) é igual ao vetor de estados.

z(t) = Acx(t) + Beu(t)
y(t) = Cex(t) (21)

Para o uso do controlador de referéncias futuras descrito na
secdo anterior, o modelo (21) foi discretizado considerando
que os sinais de controle sao aplicados ao rob6 através
de um Sustentador de Ordem Zero. Considerando entao
um periodo de amostragem Ts = 60 ms e as matrizes A,
B. e C. dadas em Santos et al. (2018), foram obtidas as
matrizes em tempo discreto que alimentarao os termos em
(3) e posteriormente (6) e (7):

0.8218 0 0

Ag=1| 0 08218 0 ] , (22)
L0 0  0.3856
r0 04 —04

By = |—0.0461 0.0231 0.0231] e, (23)
| 0.8195 0.8195 0.8195
100

cy,=1010]. (24)
001

4.2 Resultados da simulagao

Para andlise do critério de estabilidade foram considerados
duas sintonias do controlador MPC: a primeira com maior
penalizacao do erro de seguimento de referéncia e, em opo-
sicao, a segunda com ac¢ao de controle mais conservadora.
Ambas sintonias utilizaram o mesmo horizonte de predi¢ao
N, = 20, horizonte de controle N, = 20 e periodo de
amostragem Ts = 60ms. As duas sintonias estao expressas
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na Tabela 1 que também inclui em cada caso a informacao
de méaxima variagdo de amostras em atraso.

Tabela 1. Sintonias do controlador MPC utilizado na
avaliagao do critério de Kao.

Sintonia Q R Nnaz
1 1007 I 0
2 5007 100007 2

A defini¢ao do maior valor admissivel de atraso definido na
Tabela 1 pode ser verificado pela Figura 5 e Figura 6 em
que é mostrado a variacdo da norma infinito (ou avaliacdo
do maior ganho de ||M(e/*)||) e a avaliacio do Npa
respectivamente, em fungao do ganho @, para um ganho
fixo R.

0.7

06 -

|

O D D @ G0 D @O D @ O (@

q

Figura 5. ||[M(e?“)||o para R = 100007

max

o =N WA U N ®©
I

AR R gD G0 D O D @O O WO

°

q
Figura 6. N,,q; para R = 100007

E importante frisar que a segunda sintonia foi definida
buscando uma garantia de estabilidade para variacao de
até duas amostras de atraso no modelo. Isto se d4 com base
na avaliagao do critério proposto. Portanto, os parametros
foram definidos ao fixar R em um valor que a funcao custo
penalizasse agoes de controle mais agressivas, encontrando
um valor de @) que tolerasse dois periodos de amostragem
como atraso (Npq. = 2). A titulo de exemplo, isso significa
uma tolerancia de duas amostras de atraso, caso seja
implementado uma lei de controle por comunicacao via
redes. Em contrapartida, verifica-se na primeira sintonia
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(b) Sinais de controle.

Figura 7. Resultados do seguimento de trajetéria para-
metrizando o controlador MPC com a sintonia 1 da
Tabela 1 sem incertezas no atraso.

uma parametrizacdo mais agressiva de forma a fornecer
um seguimento de trajetéria mais satisfatorio. A andlise
via (20) mostrou que, para esta sintonia, nao ha tolerancia
de atrasos na malha de controle, como sera visto nos
resultados a seguir.

Logo, os dois casos foram simulados considerando o segui-
mento de uma trajetéria em sentido anti-horério e formato
de quadrado com dimensoes de 1x1 m. A velocidade de
navegacao do robo durante o seguimento da trajetéria foi
0,05 m/s.

O resultado da primeira sintonia é ilustrado na Figura
Ta, que mostra um seguimento de referéncia com poucos
desvios do quadrado determinado pela trajetéria quando
nao existe a presencga de incertezas. Percebe-se também,
com base na Figura 7b, que para diminuir o erro do
seguimento de referéncia, houve maior agressividade no
sinal de controle, em que ficam evidentes componentes de
alta frequéncia nos instantes de mudancas de referéncias
ao passar pelas quinas da trajetéria.

Por outro lado, nota-se nas Figuras 8a e 8b que, ao
violar o critério para um atraso de transporte maior que
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(b) Sinais de controle.

Figura 8. Seguimento de trajetéria via sintonia 1 com
variagao de uma amostra de atraso.

o garantido por (20), o sistema perde a estabilidade no
problema de seguimento de referéncia avaliado.

Na Figura 9 sao apresentados os resultados para a se-
gunda sintonia. Constata-se nesta figura a degradagao do
seguimento de referéncia devido ao maior conservadorismo
no sinal de controle imposto. Ao analisar a Figura 10,
que é um recorte da Figura 9 considerando apenas o
intervalo em que o robd passa pela aresta superior es-
querda da trajetoria, observa-se também que para atrasos
fixos N < 2, em que o critério de robustez é respeitado,
o sistema possui comportamento amortecido satisfatério.
Contudo, ao descumprir o critério impondo um atraso
N = 3 > N, & malha, o sistema torna-se oscilatorio.
Este dltimo resultado, em conjunto com o apresentado na
sintonia 1, mostra que ao violar o limite do critério, nada
se pode afirmar em relagao a estabilidade do sistema.

Ainda no contexto da segunda sintonia, foi verificado em
simulacao o comportamento do sistema na presenca de
atrasos varigveis aleatérios (Figura 11), que tem compor-
tamento temporal diferente dos atrasos fixos analisados
anteriormente. Observa-se através das Figuras 12a e 12b
uma degradacao esperada do seguimento da trajetéria.
Cabe-se notar também inspecionando as Figuras 11 e 12
que é complexo estabelecer qual cendrio de atraso gera
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Figura 9. Seguimento de trajetéria via sintonia 2 com
atrasos fixos.

o pior efeito na degradagao do seguimento de referéncia.
Porém, pode-se afirmar que ao respeitar o atraso maximo
Npaz definido pela aplicagao do critério proposto, garante-
se a estabilidade do sistema.

Por fim, deve-se observar que ha um compromisso natural
entre robustez e velocidade da resposta, o que se manifesta
na acgao de controle. Neste sentido, o critério de estabi-
lidade e a formulagdo proposta podem ser usados para
auxiliar na sintonia de controladores lineares voltado a
sistemas que possibilitam a utilizagao da referéncia futura
com vistas a melhorar o desempenho de seguimento de
referéncia em malha fechada.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho foi proposta uma estratégia baseada em
controladores preditivos sem restricoes para o controle de
sistemas lineares com referéncias futuras na presenca de
atraso varidvel. A abordagem simplificada baseia-se na
utilizacao do teorema do pequeno ganho para sistemas
com atraso variavel em combinagao com a lei de controle
preditivo irrestrito explicita na presenca de perturbacoes.
O critério de robustez pode ser interpretado como uma
ferramenta adicional no auxilio da sintonia do controlador,
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Figura 10. Resultados destacados do seguimento de trajetéria vide sintonia 2 da Tabela 1.
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Figura 11. Variagao randomica de atraso do momento
em que o robd passa pela aresta superior direita da
trajetoria.

tendo em vista a sua utilizacao em malhas de controle
que possuem atraso variavel. Os resultados de simulagao
ilustram o papel da sintonia robusta. O problema de
robustez de controladores preditivos com a imposicao de
restrigdes € um potencial tépico de estudos para trabalhos
futuros. Outro ponto importante para trabalhos futuros é
o teste experimental da estratégia de controle proposta na
presenca de atrasos varidveis.
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