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Abstract: This work presents a stability analysis for proportional-integral (PI) controllers for
processes with constant delays and time-varying delays. It is frequently reported in the literature
that the time delay in the feedback loop can lead the system to instability. This problem can be
made worse if the delay is time-variant with, for example, a sawtooth variation, which is reported
in the literature as one of the worst types of time-delay variation due to the phenomenon known
as chattering. Therefore, this study allows us to assess whether the worst case scenario for a
PI controller is the constant delay or the time-variant delay, in the sawtooth format. Finally, a
simulation example presents the stability analysis of a very popular PI controller tuning rule in
the literature, to determine whether the worst case scenario is constant delay or time-varying
delay.

Resumo: Este trabalho apresenta uma andlise de estabilidade para controladores do tipo
proporcional-integral (PI) para processos com atrasos constantes e atrasos variantes no tempo.
E frequentemente reportado na literatura que o atraso de transporte na malha de realimentacao
pode levar o sistema a instabilidade. Este problema pode ser agravado se o atraso for variante
no tempo com, por exemplo, uma variacao tipo dente de serra, a qual é reportada na literatura
como um dos piores tipos de variagao de atraso devido ao fendmeno conhecido como chattering.
Assim, este estudo permite avaliar se o pior cendrio para um controlador PI é o atraso constante
ou o atraso variante no tempo, no formato dente de serra. Por fim, um exemplo de simulacao
apresenta a andlise de estabilidade de uma regra de sintonia de controladores PI muito popular
na literatura, para determinar se o pior cendrio é o atraso constante ou o atraso variante no
tempo.
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1. INTRODUCAO

O avanco tedrico na andlise de sistemas de equagoes di-
ferenciais com atraso variavel no tempo forneceu diversas
ferramentas a serem aplicadas nas variadas situacoes em
que a modelagem matematica de um problema apresenta
dependéncia de informagoes do passado. Com isso, abor-
dagens e métodos foram desenvolvidos com o intuito de
melhor compreender os efeitos do atraso varidavel no tempo
sobre um sistema e determinar métricas relacionadas a es-
ses fenomenos, bem como estabelecer procedimentos cada
vez mais genéricos de analise.

O estudo de equagdes diferenciais com atraso relaciona-
se com outra abordagem aplicada a sistemas dinamicos:
a analise de sistemas com tempo amostrado. Em Louis-
sel (2001), é apresentada uma andlise da estabilidade de
sistemas de equacOes diferenciais com base em resulta-
dos obtidos da andlise do sistema discreto equivalente ao
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sistema com atraso variante no tempo. Tal construgao
matematica mostra-se vantajosa nao somente do ponto
de vista tedrico, por apresentar ideias interessantes sobre
como simplificar problemas com atraso em forma de dente
de serra, mas também do ponto de vista computacional,
possibilitando o uso de ferramentas ja conhecidas - como
a funcdo segurador de ordem zero (ZOH, do inglés zero-
order hold) de softwares de simula¢do matemédtica - para
analisar o comportamento dinamico do sistema. O autor
apresenta ainda um exemplo bastante interessante de como
a mudanca da funcao atraso pode tornar o sistema estavel,
exemplificando o fenoOmeno de mitigagao ou “quenching
phenomenon”, como é mais conhecido na literatura. Este
fenémeno é abordado em Michiels et al. (2005) e em Papa-
christodoulou et al. (2007) em razdo do interesse dos au-
tores em analisar o efeito da variagao temporal do atraso,
sob determinadas circunstancias, sobre a estabilidade de
sistemas lineares em malha fechada. O primeiro trabalho,
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apresenta um exemplo bastante interessante da modela-
gem de uma méaquina rotativa de corte com velocidade
variavel. Os autores mostram que, em razao da forma do
atraso no tempo, que oscila rapidamente em torno de um
valor fixo, a variagdo em alta frequéncia da velocidade da
maquina proporciona efeitos benéficos no aumento das re-
gides de estabilidade e na eficiéncia do processo industrial.

Em Papachristodoulou et al. (2007) é apresentado um
algoritmo de verificacdo de estabilidade baseado na apli-
cacao do método matematico de decomposicdo em soma
de quadrados e do funcional de Lyapunov-Krasovskii por
meio de uma ferramenta computacional que utiliza pro-
gramacao semi-definida. Esse artigo é interessante também
por fornecer abordagem conceitual bastante concisa e dida-
tica acerca dos principais resultados da drea de andlise de
estabilidade de sistemas com atraso variante no tempo, da
construgao de funcionais de Lyapunov-Krasovskii e da de-
fini¢ao intuitiva do fendmeno de mitigagao. Um funcional
de Lyapunov-Krasovskii adequado é também considerado
em Lima et al. (2021) para caracterizar a regido do espago
de fase de condigoes iniciais que garantam a estabilidade
do sistema em malha fechada. As condigbes tedricas sao
expressas em termos de desigualdades matriciais lineares
(LMIs, linear matriz inequalities) e tal desenvolvimento
representa um dos desafios na compensagao de atraso de
transporte quando este é variavel.

Diversas aplicagoes praticas, como é o caso da biomedicina,
sao possiveis ao se modelar o sistema com atrasos variaveis
no tempo. Um importante exemplo disso é apresentado
em Allen et al. (2022), em que fungbes de atraso varidvel
no tempo sao consideradas na modelagem matematica de
um sistema de controle para estimulagao elétrica funcional
(FES, functional electrical stimulation). Tal modelagem
leva em conta o atraso eletromecanico, causado pelo atraso
varidvel na entrada do sistema - entre a aplica¢do/remocao
do estimulo e o inicio/fim da for¢a muscular.

Em aplicac¢Ges militares ou de pesquisa oceanografica, tam-
bém encontram-se na literatura exemplos de andlise de
estabilidade para sistemas com atraso variavel no tempo.
Em Zhou et al. (2021), é apresentada uma dupla estrutura
de controle realimentado que é capaz de lidar com atrasos
varidveis no tempo em sistemas responsaveis pela opera-
¢ao de planadores subaquéticos, os quais se utilizam de
alteragoes na flutuabilidade para locomoc¢ao imersa com
menores custos.

Conforme apresentado em Fridman (2014), a utilizagao
de atrasos com forma de dente de serra tem se tornado
cada vez mais popular em sistemas cujo sinal de controle é
transmitido por meio de redes de comunicacao, dado que
a modelagem de sistemas discretos por sistemas continuos
com atraso varidvel evita a perda de informagao entre os
intervalos de amostragem.

Nesse contexto, a principal contribuicao desse artigo con-
siste na andlise e simulagao de sistemas de controle que
utilizam controladores PI para casos em que a funcao
atraso possui forma de dente de serra. Em especial, é
utilizada uma regra de sintonia muito popular na litera-
tura para sintonizar um controlador PI, considerando um
atraso constante, e verificar o comportamento do sistema
de controle quando um atraso varidvel ocorre no processo.
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Este trabalho teve suas secoes organizadas da seguinte
forma: na Secao 2 é apresentada a fundamentacéo tedrica
do trabalho, na qual sdo explicados de forma sucinta os
conceitos e implicacoes da estabilidade de um sistema
dindmico, em diferentes perspectivas, e do atraso em um
sistema dinamico, seja este constante ou variavel. Na Sec¢ao
3 sao mostrados os resultados de simulagao decorrentes
da andlise tedrica realizada por meio da abordagem dos
sistemas dindmicos com atraso varidvel como sistemas
amostrados. E investigada a implementagao de um segu-
rador de ordem zero e o significado da maxima amplitude
da funcao atraso para a qual o sistema permanece estavel.
Por fim, é apresentado um exemplo de simulagao de como
pode ser validado um controlador PI diante de um processo
com atraso com forma de dente de serra. O controlador foi
sintonizado utilizando a regra de sintonia apresentada em
Skogestad (2003). Finalmente, na Secao 4 sao apresentadas
as conclusoes e consideragoes sobre este trabalho.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secao serao apresentados os conceitos mais relevan-
tes na andlise de estabilidade de um sistema dinamico com
atraso, sejam eles principais implicagoes de o atraso ser
constante ou varidvel no tempo. A andlise apresentada
serve de motivagao precipua para as simulagoes apresen-
tadas na Secao 3.

2.1 Processos com atraso constante no tempo

Em processos com atraso de transporte, os efeitos dos
atuadores e de subsistemas da propria planta analisada
somente afetam a varidvel controlada apds determinado
periodo de tempo. Esse atraso precisa ser, portanto, con-
siderado no projeto dos sistemas de controle, dado que
sua existéncia pode desestabilizar os sistemas de malha fe-
chada e piorar o seu desempenho. Nessa secao sao tratados
dos atrasos constantes em sistemas Lineares e Invariantes
no Tempo.

O efeito do atraso constante no dominio da frequéncia:
para um sistema linear ¢ invariante no tempo z(¢), com
funcao de transferéncia X(s), tem-se que a funcdo de
transferéncia da fungao com atraso z(t — L) é dada por
e~ L% . X(s). Nesse caso, verifica-se que o atraso temporal
é equivalente a uma diminuigao da fase do sistema, o que
pode causar instabilidade em malha fechada.

Margem de atraso:  para analisar o efeito de determinado
valor de atraso sobre um sistema linear e invariante no
tempo, é fundamental compreender o conceito de margem
de atraso. Esta ¢ definida como o maior valor de atraso
aplicado ao sistema para o qual este permanece estavel.
Com isso, a dependéncia de um sistema com relacao
a valores do passado permite que o sistema permaneca
estdvel em malha fechada somente para uma faixa de
valores.

2.2 Processo com atraso varidvel no tempo

O uso de modelos mais realistas para o projeto de sistemas
de controle envolve considerar que o atraso temporal
possui incertezas, isto é, varia com o decorrer do tempo.
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Nessa secao serd analisado o caso em que o atraso é
uma funcao temporal com forma de dente de serra, o que
configura um dos piores cendrio em termos de estabilidade,
em razao da perda de informagao causada por tal atraso.

Relag¢do com sistemas de controle discreto:  considerando
que a fungdo atraso possui a forma de dente de serra
com periodo Ty, conforme mostrado na Fig. 1, ¢ que a
inclinacao da funcao definida por partes seja unitaria,
pode-se escrever o atraso como L(t) =t — k- Ts. Com isso,
o argumento dos estados atrasados fica t—L(t) = t—(t—k-
T,) = k - Ty, mostrando que o atraso com forma de dente
de serra corresponde a dependéncia de valores discretos
do passado, sendo Ty, também, o periodo de amostragem.
Isso explica como esse caso especifico pode apresentar
condigoes de estabilidade piores que o caso em que o atraso
é constante, dado que hé perda de informacoes e fornece
algumas relagoes com sistemas de controle amostrados que
podem facilitar a andlise do sistema com atraso varidvel.

Para apresentar uma vantagem da analise de sistemas de
equacoes diferenciais por meio de ferramentas de controle
de sistemas amostrados, pode-se observar o sistema defi-

nido em (1), conforme Louissel (2001):

n
B(t)=A-x(t)+ Y Bj-at—Lt+j-1T.) (1)

j=0
onde A é a matriz dindmica do sistema, j é o indice
referente a entrada considerada, n é o ntimero de entradas
do sistema, B; ¢ uma matriz de entrada, x representa
o vetor de estados do sistema e L é a funcao atraso.
Vale ressaltar que (1) representa um sistema de tempo
continuo com uma quantidade finita de estados atrasados.
E a caracteristica de dente de serra do atraso que confere
o comportamento de sistema discreto para a dinamica do

caso analisado.

A solucao analitica dessa equagado para o caso em que a
funcao atraso L(t) possui a forma de um dente de serra
no decorrer do tempo é dada por (2), conforme mostrado
em Louissel (2001), a qual é uma fung¢ao também definida
por partes, com intervalo de amostragem dado por Tk.
Desse modo, é possivel analisar se um sistema é exponen-
cialmente estavel somente pela verificagao da convergéncia
geométrica das amostras resultantes do sistema.

a(t) = eHFTI A ph T) + A (eUTFTIA 1) N By ca(t — Lt + - Ty)). (2)
j=0

3. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secao os conceitos tedricos previamente explicados
sao utilizados na implementacao computacional de siste-
mas com atraso varidavel com o intuito de se analisar os
efeitos de tal variacao temporal. O comportamento dos
sistemas dinamicos diante de atrasos com forma de dente
de serra mostrado na Secao 2 é motivador para a realiza-
¢ao da andlise computacional, tendo em vista a analogia
realizada com sistemas de tempo discreto.

8.1 Simulacdo de equacgdo diferencial com atraso com
forma de dente de serra:

Nesse exemplo, baseado em resultados de Louissel (2001),
sao apresentadas as simulagoes do sistema dinamico defi-
nido por #(t) = —x(t) — 1,5 - z(t — L(t)) para os casos em
que L é constante e variavel no tempo.

A Fig. 2 mostra a solucao da equagao diferencial quando
o sistema possui atraso constante e unitario. O compor-
tamento estavel é reforcado na Fig. 3, na qual sao apre-
sentadas a taxa de variagao do vetor de estados, bem
como representagoes geométricas da trajetéria do sistema.
Para uma fungdo atraso com forma de dente de serra de
aplitude igual a 2.04, tem-se que o comportamento do
vetor de estados é divergente, como mostrado na Fig. 4. O
comportamento instavel é comprovado pela verificagao da
evolugao temporal da trajetoria do sistema no espago de
estados mostrado na Fig. 5. Deve-se ressaltar que, nessa
situacao, nao esta sendo comparado qual atraso representa
uma pior situagao do ponto de vista da estabilidade. Est4a
sendo mostrado apenas que o atraso varidvel pode pro-
porcionar instabilidade a um sistema estavel, conforme
esperado. A Subsegao 3.2 apresenta um exemplo similar, de
ordem mais elevada pelo uso de um controlador PI, em que
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o atraso varidavel nao necessariamente causa instabilidade
no sistema.

2. T F T T T .

:

w

Atraso variante no tempo

Tempo

Figura 1. Forma de onda do atraso variante no tempo com
forma de dente de serra.

8.2 Maxima amplitude para atraso com forma de dente de
serra:

Motivado pela simulagao realizada na Subsegao 3.1, deseja-
se compreender o comportamento de um sistema, dinamico
diante do aumento da amplitude do atraso varidvel com
forma de dente de serra. Para tanto, foi projetado um
controlador PI com o intuito de melhorar os parametros
de desempenho de uma planta de primeira ordem normali-
zada. Para simular o efeito do atraso varidvel no tempo, foi
utilizado um bloco ZOH do software Simulink®), dada a
relagao da funcao atraso utilizada com sistemas de tempo
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Figura 2. Fungao atraso unitario utilizada na simulacdo e
solucao da equagao diferencial no tempo.

Derivada da solugdo da equagéo diferencial
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Figura 3. Taxa de variacao temporal da varidvel de esta-
dos, trajetéria no espago de estados e retrato de fase
para o sistecma analisado.
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Figura 4. Funcao atraso varidvel com Ty = 2,04 utilizada
na simulacao e solugdo da equagao diferencial.
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discreto. O diagrama de blocos utilizado nas simulagoes
estd apresentado na Fig. 6. A Fig. 7 mostra o resultado da
simulacao para o caso em que o valor maximo da funcédo
atraso é de 0,7 segundos, o que corresponde a usar esse
valor de tempo para configurar o tempo de amostragem
do ZOH. Com o intuito de compreender como o sistema se
comporta com o aumento da amplitude do atraso, o valor
do tempo de amostragem foi elevado progressivamente,
de modo que os parametros de desempenho do sistema
pioraram.

Esse comportamento era esperado em razao do aumento da
perda de informagao causada pelo aumento da amplitude
da fungdo atraso. A Fig. 8 mostra a situacdo em que o
tempo de amostragem vale 1,63 segundos, para o qual o
sistema tem comportamento marginalmente estdvel. Para
o caso analisado, a maxima amplitude da funcao atraso
seria de 1,63 segundos de modo a evitar a instabilidade em
malha fechada para o atraso com forma de dente de serra.
De fato, para valores de tempo maiores, o sistema se torna
instdvel, conforme mostrado na Fig. 9. Tal andlise fornece
um método iterativo para a verificacao de estabilidade de
sistemas de primeira ordem com atraso na forma de dente
de serra controlados por controladores PI. A Subsecao
3.3 apresenta como tal verificagdo pode ser realizada para
diversos controladores escolhidos.

3.8 Variacao da margem de atraso com os ganhos do
controlador:

Conforme mencionado na Subsecao 3.2, é possivel, iterati-
vamente, verificar a estabilidade do sistema estudado para
variados controladores PI escolhidos. Pode-se utilizar tal
ferramenta para comparar o comportamento do sistema
com atraso variavel com o comportamento quando o atraso
é constante. A Fig. 10 apresenta tal relagdo, mostrando que
para a maior parte dos pares (K, K), o atraso constante
apresenta-se como pior condigao para a estabilidade do
sistema. Conforme esperado, existe uma regiao para a qual
o atraso variavel apresenta amplitude maxima permitida
de estabilidade. Na Fig. 11 é possivel observar as superfi-
cies de margem de atraso para pontos mais préximos ao
projetado para o controlador PI, reforcando que a margem
de atraso (0,68 segundos) é menor que maxima amplitude
do atraso com forma de dente de serra (1,7 segundos).
Deve-se ressaltar que a andlise feita nessa subse¢ao nao
utilizou critérios de sintonia para a escolha dos controla-
dores testados. Na Subsecao 3.4 isso € resolvido por meio
da escolha de uma regra de sintonia conhecida na literatura
para a andlise.

8.4 Resultados com a utilizagao de uma regra de sintonia
de controlador PI

A andlise das simulagoes, exposta nas Subsegoes anteriores,
motiva a apresentagao de um exemplo ilustrativo de como
pode ser feita a andlise do comportamento de um controla-
dor PI quando se utiliza uma regra de sintonia ja conhecida
na literatura. A regra de sintonia escolhida para a avaliagao
foi proposta em Skogestad (2003), também é conhecida
como simples controle interno baseado em modelo (SIMC,
do inglés simple internal model control) e é descrita de
forma sucinta a seguir. O modelo do processo é dado por
(3),naqualk =1, 7 = 1e6éovalor do atraso constante.
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Derivada da solugdo da equacdo diferencial

Retrato de fase

Figura 5. Taxa de variagao temporal da variavel de es-
tados, trajetéria no espacgo de estados e retrato de
fase com atraso varidvel no tempo e Ty = 2,04 para o
sistema analisado.

I

num(s) <
I & den(s) s+1 T I_’ -
num(s) 1 |
2 den(s) s+1 ARS

Figura 6. Diagrama de blocos construido para simular o
efeito do atraso variante no tempo sobre um sistema
de controle realimentado com planta de primeira
ordem normalizada.
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Figura 7. Resposta do sistema a um degrau unitario para
0s casos em que o atraso ¢ constante e que o atraso ¢é
variavel com amplitude maxima de 0,7 segundos.

k —0-s

P(s) = ——-
(s) s+ 1 c

3)

O formato do controlador PI a ser projetado estd descrito
em (4).

K;

C(s) = K, + —. (4)
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Figura 8. Resposta do sistema a um degrau unitario para
0s casos em que o atraso é constante e que o atraso é
varidvel com amplitude maxima de 1,63 segundos.
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Figura 9. Resposta do sistema a um degrau unitdrio para
0s casos em que o atraso é constante e que o atraso é
varidvel com amplitude maxima de 1,8 segundos.
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Figura 10. Margens de atraso para diferentes valores dos
ganhos K, e K; do controlador PI para o sistema
de primeira ordem utilizado comparadas aos maximos
valores de amplitude da fungao dente de serra para os
quais o sistema em malha fechada permanece estavel.
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Figura 11. Margens de atraso para diferentes valores dos
ganhos K, e K; do controlador para o sistema de
primeira ordem utilizado nas proximidades do ponto
de projeto comparadas aos valores maximos da fungao
dente de serra que garantem estabilidade do sistema
em malha fechada.

O parametro de sintonia do sistema é tomado como
sendo a constante de tempo de malha fechada desejada,
representada por 7., em fung¢ao do qual sao definidos os
ganhos do controlador. Em (5) e (6) é apresentada a regra
de sintonia proposta.

T1
T+ 0’

1

Kp : (5)

Ky
min{r,4- (t. +0)}’ (6)

De acordo com Skogestad (2003), uma escolha conserva-
dora para a constante de tempo de malha fechada desejada
é 7. = 6. De modo a obter um resultado grafico para
o exemplo proposto, variou-se o valor do parametro de
sintonia em uma faixa de valores e arranjou-se em um
mesmo grafico a superficie de margem de atraso e as
margens de atraso especificas para o controlador SIMC
PI, conforme apresentado na Fig. 12.

Kr=

Conforme esperado, para iguais pares (K, K7), as mar-
gens de atraso sao coincidentes, dado que trata-se do
mesmo controlador e da mesma planta. O mesmo ocorre
para o maximo valor da amplitude do dente de serra para
0s quais os controladores mantém o sistema constante. A
relagao linear entre os ganhos para o caso do controlador
projetado com a regra de sintonia decorre do valor cons-
tante atribuido ao ganho Kj. Para compreender como o
sistema controlado por meio do SIMC PI funciona diante
de atrasos com forma de dente de serra, é mostrado na
Fig. 13 a superficie referente & margem de atraso para cada
par (Kp, Kr), a superficie referente & maxima amplitude
admitida para a funcdo atraso e a curva de maéaximas
amplitudes admitidas para o atraso varidvel para os pares
(Kp, K) referentes ao controlador SIMC PIL

Verifica-se que os valores de maxima amplitude para a
fungao atraso para o controlador sintonizado estao sempre
acima da margem de atraso, indicando, portanto, que
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[ JAtraso constante

m— f\traso constante - Skogestad

Margem de atraso

Kp: proporcional Ki: integral

Figura 12. Margens de atraso para o controlador proposto
em Skogestad (2003) comparadas com as margens de
atraso para diversos pares (K, Kr) para o sistema de
primeira ordem analisado.

0 caso com atraso constante representa o pior caso de
atraso em termos de estabilidade para o controlador PI
sintonizado pela regra de sintonia proposta em Skogestad
(2003).

[ latraso constante
[Cpente de serra

Dente de serra - Skogestad

Maximo atraso

Kp: proporcional Ki: integral

Figura 13. Valores maximos da amplitude do atraso com
forma de dente de serra para os quais o sistema
com atraso varidvel controlado em malha fechada
permanece estédvel comparados as margens de atraso.

4. CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado um método para avaliar
qual é a pior situacao com relacao a estabilidade de malha
fechada para um sistema controlado por um controla-
dor PI: processo com atraso constante ou processo com
atraso na forma de dente de serra. Na andlise realizada
considerou-se diferentes ganhos proporcional e integral,
verificando-se que existem regides do plano (K, K;) para
as quais o atraso constante é o pior caso e regices para as
quais o atraso dente de serra é um dos piores cenarios, em
termos de estabilidade do sistema em malha fechada. Com
o intuito de validar a estratégia de analise desenvolvida
até entao, tomou-se como exemplo ilustrativo a regra de
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sintonia de controladores PI para sistemas com atraso
proposta por Skogestad (2003). A partir das simulagoes
realizadas, concluiu-se que os controladores PI resultantes
da regra de sintonia encontram-se todos em uma regiao
do plano (K,,Ky) em que o atraso constante é o pior
cendrio para a garantia da estabilidade de malha fechada.
Com isso, verifica-se que tal regra de sintonia garante a
estabilidade de malha fechada para atrasos com a forma
de dente de serra.
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