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Abstract:

This paper presents the design and analysis of the extremum seeking for static maps with input
governed by a parabolic partial differential equation (PDE) of the diffusion type defined on
a time varying spatial domain described by an ordinary differential equation (ODE). This is
the first effort to pursue an extension of extremum seeking from the heat PDE to the Stefan
PDE. We compensate the average-based actuation dynamics by a controller via backstepping
transformation for the moving boundary, which is utilized to transform the original coupled
PDE-ODE into a target system whose exponential stability is proved. The local exponential
convergence to a small neighborhood of the optimal point is proven by means of backstepping
methodology, Lyapunov functional and averaging in infinite dimensions.

Resumo: Este trabalho apresenta o projeto e a andlise da busca extremal para mapas estaticos
com entrada governada por uma equagao diferencial parcial (EDP) de difusdo definida em
um espago variante no tempo descrito por uma equagao diferencia ordindria (EDO). Esse é o
primeiro esforgo para buscar uma extensao da busca extremal da EDP do calor para a EDP de
Stefan. N6s compensamos a dinamica de atuacao baseado na média por um controlador através
de uma transformagao backstepping para fronteira moével, que é utilizado para transformar o
acoplamento EDP-EDO original em um sistema alvo no qual a estabilidade exponencial é
provada. A convergéncia exponencial local para uma pequena vizinhanga do ponto 6timo é
provada utilizando a metodologia de backstepping, funcao de Lyapunov e o método da média

em dimensoes infinitas.
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1. INTRODUCAO

A busca extremal é uma abordagem independente de mo-
delo no campo do controle adaptativo que busca pontos
extremos (méximos ou minimos) de um indice de desem-
penho de um sistema. Esse método tem recebido grande
atencao na comunidade de controle por lidar com proble-
mas de controle quando a planta apresenta imperfeicoes em
seu modelo ou incertezas na dindmica (Krsti¢ and Wang,
2000).

A busca extremal foi introduzida primeiramente em (Le-
blanc, 1922) para maximizar a transferéncia de energia
para um bonde. Ao longo da histéria o nimero de publi-
cagoes sobre busca extremal permaneceu baixo até que a
primeira prova geral de estabilidade para sistemas dinami-
cos estaveis com mapas de saidas desconhecidos foi reali-
zada (Krsti¢ and Wang, 2000). Desde entdo, importantes
estudos foram desenvolvidos, como as publicagées (Ariyur
and Krsti¢, 2003), (Ghaffari et al., 2011)) e (Manzie and
Krsti¢, 2009).

* Os autores agradecem as agéncias de fomento brasileiras CNPq,
CAPES e FAPERJ pela ajuda financeira.
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O trabalho (Oliveira et al., 2017) foi o primeiro a tratar
de equagoes diferenciais parciais (EDPs) com o esquema
da busca extremal abordando o projeto e analise de
multivaridveis para mapas estaticos sujeitos a atrasos de
tempo arbitrariamente longos. Os atrasos apontados pelos
autores podem ser modelados como EDPs hiperbdlicas de
primeira ordem. Essa ideia possibilitou o desenvolvimento
do estudo para outras classes de EDPs.

Por outro lado, um grande ntimero de aplicagoes em diver-
sas areas aparecem como problemas de fronteira mével ou
mudanga de fase, como (Wettlaufer, 1991) e (Petrus et al.,
2012). Normalmente, esses tipos de problemas surgem em
situagoes de condugao de calor e precisam ser resolvidos em
um dominio dependente do tempo com uma condicao de
fronteira mével. Por essa razao, EDPs de difusao com fron-
teria movel, conhecidas como “O problema de Stefan” tém
sido estudados ativamente nas ultimas décadas.

A dinamica da posicao da fronteira mdvel no problema
de Stefan é governada por uma equacao diferencial or-
dindria (EDO) que depende do estado da EDP, gerando
um acoplamento nao linear da dinamica da EDP e da
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EDO, aumentando a complexidade do problema quando
comparado a anélise convencional para EDPs e EDOs.

Neste artigo, desenvolvemos um controlador de busca
extremal para o problema de Stefan. O integrador que
normalmente é empregado no esquema da busca extremal
pode ser aproveitado como parte do modelo de Stefan,
assim como o proposto em (Zhang et al., 2007). O objetivo
do controle serd encontrar a interface maximizadora s*
de algum mapa desconhecido Q(s*) visando regular a
posicao da interface de mudancga de fase para um valor que
atinja o extremo. Para tanto, projetamos um compensador
para a EDP do calor com fronteira moével e um sinal de
perturbacao, que é o resultado da solugao do problema
de geracao de uma sendide na extremidade distal de uma
equagao de calor atuada por contorno.

Uma importante discussao é sobre a validagao do modelo
de Stefan. Embora o movimento senoidal usual provocado
pelo algoritmo da busca extremal viole a manutengao da
fase quando o extremo é alcangado ou durante a fase
transiente, nés podemos manter a manutencao da fase pelo
menos para o sistema médio, dessa forma, preservando a
analise de convergéncia.

Este artigo estda organizado da seguinte forma. O enun-
ciado do problema é apresentado na Secao 2, contendo a
relagao do esquema de busca extremal com o problema de
Stefan de uma fase. Na Sec@o 3, o problema relacionado
ao controle é desenvolvido. A Secao 4 descreve a andlise
de estabilidade do sistema médio em malha fechada com
convergéncia exponencial na norma 5 da temperatura
distribuida e da fronteira mével para o equilibrio desejado.
Simulagoes numéricas sao fornecidas na Segao 5, seguidas
de conclusbes na Segao 6.

1.1 Notagao e Terminologia

Denotamos as derivadas parciais de uma fungao u(z,t)
como Oyu(z,t) = Ou(z,t)/0x, Owu(z,t) = Julx,t)/Ot.
Usamos convenientemente a forma compacta ug(x,t) e
ut(xz,t) para o primeiro e o dltimo, respectivamente. A
norma de um vetor de estado EDO de dimensao finita ()
é denotada por barras simples, |J(¢)|. Em contrapartida,
as normas de fungoes sao indicadas por barras duplas. De-
notamos a norma espacial Lo [0 D] do estado PDE u(z, )

como [|u(t)|2, 0.0 = Jy
o indice L5([0, D]) portanto || = |||z, 0,p))> e ndo
especificado de outra forma. Além disso, a norma J# ¢
dada por [u(t)|%, = llu(®)|%, + |us(t)]|%,. Conforme
definido em (Khalil, 2002), diz-se que uma fungdo vetorial
f(t,e) € R™ é de ordem O(e) em um intervalo [t1, 2], se
Jk,€: |f(t,e)| < k,Vt € [t1,1t2]. Na maioria dos casos, ndo
fornecemos estimativas precisas para as constantes k e €,
e usamos O(e) para ser interpretado como uma relagao de
ordem de magnitude para um e suficientemente pequeno.

(z,t) dz, onde descartamos

2. DECLARACAO DO PROBLEMA
2.1 Problema de Stefan de uma fase
O modelo fisico que descreve o problema de Stefan de

uma fase em um material de um unico componente de
comprimento L é descrito na Figura 1. O dominio [0, L]
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Figura 1. Esquema do problema de Stefan de uma fase
(Koga et al., 2016).
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Figura 2. A cascata da dinamica EDP e o sistema EDO.

4

é dividido em dois subdominios [0,s(t)] e [s(t), L] que
representam a fase liquida e a fase sélida, respectivamente.
O sistema é controlado pelo fluxo de calor g.(t) em x = 0,
pois estamos lidando com uma atuacao de contorno de
Neumann conforme mostrado abaixo:

Ti(z,t) = oy (z, 1), €(0,s(t)), a= ﬂ (1)
—kT(0,1) = qc(?) (2)
T(s(t),t) =Ty (3)
i) = —Tu(s(t).t), B=— (4)

pAH*

onde T'(z,t), Ty, qc(t), k, p, Cp e AH* sao a temperatura
distribuida da fase hqulda temperatura de fusao, fluxo
de calor manipulado, condutividade térmica do h'quido7
densidade do liquido, capacidade térmica do liquido e calor
latente de fusdo, respectivamente. As equagoes (2) e (3) sdo
as condigoes de contorno do sistema e a (4) é a condigao
de Stefan, que descreve a dinamica da fronteira mével. A
figura 2 mostra o diagrama de blocos da cascata EDP-EDO
representada pelas equagoes (1)-(4)

2.2 Dinamica de Atuacdo e Sinal de Saida
Consideramos a dindmica de atuagao que é descrita por

uma equacao de calor com v = =k =1,0(t) e Reo
atuador propagado ©(t) € R dado por

O(t) = s(t) = —a(s(t), 1) (5)

Ora(z,t) = Opzar(z,t), € (0,s(t)) (6)

a(s(t),t) =0 (7)

—0,a(0,t) = 0(t), (8)

onde o : [0,s(t)] x Ry — R e a(z,t) = T(x,t) — Ty e

s(t) = ©(t) é a interface desconhecida representada como
a fronteira mével. A saida é medida pelo mapa estético
desconhecido com a entrada (5)

y(t) = Q(O(1)). (9)

O objetivo da busca extremal é otimizar um mapa estatico
desconhecido Q(-) usando um controle de otimizagdo em
tempo real com saida desconhecida étima y* e o otimizador
O*, bem como a saida mensuravel y e a entrada 6.

O mapa linear desconhecido é localmente quadrético, de
forma que
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Figura 3. Malha de controle da busca extremal aplicado
ao problema de Stefan de uma fase.

QO) =y +— (@ 0")%,

onde ©*,y* ¢ Re H<0éa Hessmna. Assim, a saida do
mapa estatico é dada por

(10)

(11)

Adaptando o esquema proposto em (Oliveira et al., 2017) e
combinando (5)-(8) com a abordagem da busca extremal,
o sistema de malha fechada com dinamica de atuagao é
mostrado na Fig. 3.

O sinal de demodulagdo N(t) que é usado para estimar
a Hessiana do mapa estatico multiplicando-o com a saida
y(t) é definido em (Ghaffari et al., 2011) como

5 (12)

- 8
H(t) = N(t)y(t) com N(t) = —— cos (2wt)
a
enquanto que o sinal M(t) é usado para estimar o gradiente
do mapa estatico, como segue abaixo:

G(t) = M(t)y(t) com M(t) = %sin (wt). (13)

2.3 Sinal de Perturbagdo

O sinal de perturbagao S(t) é adaptado do esquema de
busca extremal bésico para o caso da dinamica de atuagao
da EDP. O problema de geragao de trajetdria, tendo como
referéncia (Krsti¢ and Smyshlyaev, 2008) é descrito da
seguinte forma:

S(t) = —0:5(0,1) (14)

0rf(w,1) = Ora(,t), € (0,5(t)) (15)

B(s(t),t) =0 (16)

Bz (s(t),t) = —aw cos (wt), (17)

onde f : [0,s(t)] x Ry — R. A solugao explicita de (14)

é encontrada a partir da trajetoria de referéncia e da
solugao de referéncia postulada por uma série de poténcias
(Dunbar et al., 2003):

&(t) = asin (wt) (18)
sty =S W oy (19)
1=0

Podemos calcular os primeiros coeficientes da série de
poténcias substituindo as condigbes de fronteira (16) e (17)
m (19), de forma que
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ap = —£(t). (20)
A expressdo geral a;(t) = a;_o(t) — a;_1(t)E(t) é obtida
substituindo (19) em (15). Calculamos a expressao anali-
tica dos quatro primeiros coeficientes da série (19) para
verificar como aparecem as sucessivas derivadas de &(¢)

az(t) = £(1)? (21)
as(t) = £(t) — £(t)° (22)
as(t) = €(t)° +E0)E() + ()" (23)

A solugdo de geracao de trajetéria que fornece todos os
termos da série de poténcias (19) é dada por (Hill, 1967)

-3 5

z:O

o i
8— x — &(1)]% (24)

Embora (24) nao seja uma expressao explicita, escolhendo
valores adequados para a e w em (18), a série converge
com poucas iteragoes do somatério infinito, obtendo o sinal
senoidal £(t) desejado na saida do integrador.

De acordo com (14), derivando (24) em relagdo a z e
substituindo x = 0, chegamos na expressao final de

S(t) = — Z ;ﬁ[_asm (wt)] 2L, (25)

— (20— 1)l ot

2.4 FErro de estimacao e dinamica do erro da EDP

Como nosso objetivo é encontrar ©*, que corresponde ao
atuador étimo desconhecido 6(t), introduzimos os estima-
dores e os erros de estimacao

O(t) = 0(t) — S(t), O(t) = O(t) — asin (wt). (26)
0(t) == 0(t) —O*, I(t) = 0O(t) — O~ (27)
Lembrando que ©(t) = s(t). Combinando O(t) em (26)

e (27) obtemos a relagdo entre o erro de estimativa pro-
pagado ¥(t), a entrada propagada ©(t) e o otimizador do
mapa estatico ©*

O(t) — ©* = (t) + asin (wt). (28)

Definindo
(z,1) = a(z,t) - B(=,1) (29)
0(t) = U(t) (30)

Levando em consideragao (5)-(8) e (14)-(17) com a ajuda

de (26) e (27), temos nosso sistema original:
I(t) = —uy(s(t), ) (31)
() = (2, 8), wE(0,5(5)  (32)
u(s(t),t) =0 (33)
—ug(0,8) = U(t). (34)
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3. PROJETO DO CONTROLADOR
3.1 Compensacgao do Problema de Stefan

Consideramos a cascata EDP-EDO (31
transformagao backstepping

)-(34) e usamos a

_ s(t)
w(z,t) = u(z,t) — K/ (x — o)u(o,t)do
— K(x — s(t))9(t)

sendo K > 0 um ganho arbitrario do controlador. A
equacao (35) transforma (31)-(34) no sistema alvo:

(35)

W(t) = —KO(t) — wy(s(t),t) (36)

wi (2, 1) = Wage (w, 1) + K5(t)9(t), € (0,s(t)) (37)
wy(0,1) =0 (38)
w(s(t),t) =0 (39)

O compensador do controlador de Stefan pode ser obtido
realizando a derivada de (35) em relacdo a t e z, respecti-
vamente, ao longo de (31)-(34) e substituindo x =0

s(t)
Ut)=-K (19(75) —I—/ u(z,t) dm) .
0

3.2 Implementacao da lei de controle da busca extremal

(40)

Como nao temos a medigao de ¥(t), (40) néo é aplicdvel di-
retamente. Assim, introduzindo um resultado de (Ghaffari
et al., 2011), a versdo média do gradiente e a estimativa
da Hessiana sao calculadas por

Gav(t)

Aplicando a teoria da média em (40), escolhendo K = K H
com K < 0 e substituindo os valores do gradiente médio e
da estimativa da Hessiana em (41), obtemos

= Hﬁav(t)v ﬁav(t) =H. (41)

s(t)
Uno(t) = —KGo(t) — KH / oo (2, ) do. (42)
0

Introduzimos um filtro passa-baixa no controlador com o
objetivo de aplicar o teorema da média para sistemas de
dimensoes infinitas (Hale and Lunel, 1990), (Lehman et al.,
1994) na prova de estabilidade que se segue, portanto

. s
Ut) = S+C{K G(t) —|—H(t)/0 u(z,t) dx] }, (43)

para um ¢ > 0 suficientemente grande.

4. ANALISE DA ESTABILIDADE

O teorema a seguir resume a estabilidade e a propriedade
de convergéncia da dindmica do erro (31)-(34).

Teorema 1. Assumindo que as condicoes de validade do
modelo Toy(x,t) > Ty Sav(t) > 0, & € (0,84 (t)) €
S0 < Sav(t) < s* sdo satisfeitas pelo menos em um sistema
médio, Vt > 0, s* = O e para as condigoes iniciais
(Tav(x,0), s9) compativeis com a lei de controle U(t) em
(43). Entao, para um ¢ > 0 suficientemente grande, existe
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algum @ > 0, tal que Yw > @, a dindmica do erro ( 31)-(34)
com estados ¥(t), u(x,t), tem uma unica solugao periédica
exponencialmente estdvel em ¢ do perfodo II = 27/w,
denotado por 9 (¢), u!l(z,t), satisfazendo Vt > 0

(I + [l @)* + [l )] < 00 /w)) . (44)
Além disso,
limsup |O(t) — ©*| = O (|a| + 1/w) (45)
t—o0
limsup |y(t) —y*| = O (\a|2 + 1/w2> (46)
t—o0
Prova: A prova ¢ realizada nas Secoes (4.1)-(4.4).
4.1 Sistema médio em malha fechada
A versao média do sistema (31)-(34) é
rléav(t) - _(uav)z(sav(t) t) (47)
(uav) ( t) = (uav)xl (J? t)7 € (O7Sav(t)) (48)
uav(sav ) ) (49)
d
7 Wav)a(0,8) = —c(uav)s(0,8)+
(50)

Sav(t)
—cKH [ﬂav(t) + / Uay (T, 1) dm]
0

no qual o filtro passa-baixa é representado na forma de
espago de estados. Para derivar (50), nds substituimos as
relagdes ¥(t) + asin(wt) = O(t) — ©*, G(t) = M(t)y(t) e
(12) em (43). Com a ajuda das identidades 2sin®(wt) =
1 — cos(2wt), 2sin(wt)cos(2wt) = sin(3wt) — sin(wt),
4sin®(wt) = 3sin(wt) — sin(3wt) e 4sin®(wt) cos(2wt) =
2 cos(2wt) — cos(4wt) — 1 e aplicando a teoria da média,
chegamos a (50).

A transformacao backstepping

de(t)
w(z,t) = Uay (2, 1) — KH/ (x — 0)uay (o, t) dy (51)

— KH(z — Sav(t))0av(t)
mapeia a dindmica do erro média (47)-(50) no sistema alvo

exponencialmente estdvel apds assumir ¢ — 400 por uma,
questao de simplicidade, consequentemente

Doy (t) = =K Hay (t) — o (Sav (t), 1), 2 € (0, sav(t)) (52)
wy(z,t) = wm(x t) + K HSay (t)0ay (t) (53)
we(0,t) = (54)
w(Say (t), t) 0. (55)

4.2 Transformagdo inversa

Para garantir a propriedade de estabilidade equivalente
entre o sistema alvo e o sistema original, a invertibilidade
da transformagédo (51) precisa ser garantida. Suponha que
a transformagcao inversa mapeia (52)-(55) em (47)-(50):

SaV(t)
Uay (2, 1) = w(x, t) + / k(x — o)w(o,t)do
x
+ ¢(z — sav(t))Vav(t),
onde k(z — y) e ¢(x — s4v(t)) sdo as fungdes do kernel.
Realizando a derivada em relacao a t e x respectivamente

(56)
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ao longo da solugao de (52)-(55), as fungoes ¢(z) e k(x—0o)
devem satisfazer:

¢'(z) = —KH¢(z), ¢(0)=0, ¢ (0)=KH
k(x - saV(t)) = ¢(37 — Sav(t))

(57)
(58)

, SaV(t)
¢ (x — sav(t)) = KH (1—!—/ k(x — o) do’) . (59)

As solugoes dos kernels podem ser deduzidas de (57)-(59),
tal que

d)(x):KH\/KleianHm (60)
k(z —y) = d(z —0). (61)

Assim, substituindo (60) e (61) em (56), temos a seguinte
transformacao inversa:

Uay (2, 1) = w(z, t)+

KH
+KHy/ KlH Sn(VEE (2 — say (£)))0ay (1).

Sav(t)
+/ KH Lsin(\/KH(ac—(7))10(0715)d0—|— (62)

4.3 Estabilidade Exponencial

Provamos a estabilidade exponencial do sistema de malha
fechada médio baseado no sistema alvo (47)-(50) usando o
método de Lyapunov. Consideramos a seguinte funcao de
Lyapunov:

V=Vi4+Va+Vs (63)

1 Sav ()
Vi = f/ w(z,t)? dx (64)

2 Jo

1 Sa\'(t)

Vo = 7/ w,(x,t)% dx (65)
2 Jo
1 2

Vi = pyta(t)® (66)

Derivando (64) em relaco a ¢:

. Sav (t)
i = 7/ wy(z,t)? do+
0 o(t) (67)
b K Hi ()00 (1) / w(z, ) dz.
0
Derivando (65) em relacao a t:
Vo = wy(Sav (t), )we(z, t) + gsav(t)wx(sav(t), t)?
sav(®) (68)
— K H 3oy () Oy (t)wy (Say (t), 1) — Wy (2, 1) da.
0

Usando a relagdo wi(say(t),t) = —Sav(t)ws(Sav(t),t) €

substituindo por (68) , nés obtemos
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. Sav (t) 1
Vy— - /O o, Ao = S (0 (50 (0.7 g0
— K H5ay () 00y (£)wg (Sav (), 1).
Derivando (66) em relacdo a t, nos leva a
Vs = —pK HVay (1) — pOay ()W (Say (), 1). (70)

Substituindo os termos (67), (69) e (70) na derivada
temporal de (63) e usando a desigualdade de Young
em Pl (£) e (Say (£), ), K Hény (1)0ay (8) [ w(a, t) da e
— K H 80y ()0 ay (1) Wz (Sav (t), T), temos

. sav (t) sav (t)
V< —/ Wy (7, 1) dx — / wy(z, ) do+
0 0

_PKH 2, P >
5 av(t)” + QKer(sav(t),t) + (1)
) Sav (t)
o) | 5 / (2,0)? dat (K H)2Os (1)

0

KH
—— e aplicando as desigualdades de

4s
. . . Sav (t)
Poincaré e Agmon respectivamente em |

0
and w, (Say (t),t)?, obtemos

Escolhendo p =

we (7, )% dz

Sav (t)
2T, T 2dy —
w (.’IJ ) X 43*2

0 0

. 1
V< -
— 85*2

*

s Sav (t)
+ Sav(t) <2 /0 w(z, t)? dx + (KH)Qz%v(t)2>

pKH

5 av(t)? < —mV 4 nsa (t)V,

(72)
onde

n=max {1, 8s*KH}, m =min{1/4s*% KH}. (73)

O termo ns,y, (t)V do lado direito de (72) nao nos permite
concluir diretamente a estabilidade exponencial, para re-
solver esse problema, uma nova funcao de Lyapunov W é
definida, de acordo com

W(t) = V(t)e ms=®), (74)

A derivada de tempo de (74) pode ser calculada usando
(72)

W(t) = (V(t) — méay 1)V (t))e ™0 < —pW (). (75)

Levando em consideragdo (63), podemos estabelecer a
seguinte relagao:

w2, + pay (8)* < €™ ([[wol 2, + pav (0)%)e ™. (76)

Assim, podemos concluir a existéncia de uma constante
positiva M > 0 usando a transformagao inversa (51)
combinada com as desigualdades de Young e Cauchy-
Schwarz, tal que

a5, + Pav (8> < M (|| (tta ol 5, + Pav(0)*)e™™, (77)
no qual completa essa parte da prova.
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4.4 Convergéncia assintdtica para o ponto ertremo

O préximo passo da prova serda a aplicacao do teorema
da média local para sistemas de dimensao infinita (Hale
and Lunel, 1990). Para w suficientemente grande, (47)-(50)
tem uma 1inica solucao periddica exponencialmente estavel
em torno de seu equilibrio. A convergéncia do atuador
propagado ©(t) é provada partindo do valor absoluto de
(28)

©(t) — 7| =

19(t) + asin (wt)] (78)

Escrevendo (78) em termos de solugdo periédica 9 (¢),
aplicando a desigualdade de Young e usando o teorema da
média (Hale and Lunel, 1990):

lim sup |©(t) —O*| = limsup [v20(t) + asin (wt)|. (79)
t—o0

t—o0

e finalmente com (44) chegamos a (45)

Para mostrar a convergéncia da saida y(¢) seguimos os
mesmos passos de O(¢), inserindo (11) em (28):

limsup [y(t) — y*| =
t—o0

1 2 2 (80)

lim sup |V2HO™ (t) + Ha? sin (wt)?|,

t—o0

Assim, novamente com (44), obtemos (46).

5. SIMULACOES

A simulagao numérica emprega o mapa quadratico descrito
em (10) e os pardmetros sao escolhidos conforme indicado
na Tabela 1.

Tabela 1. Parametros de simulagao

Simbolo Descrigao Valor

Parametros a amplitude da perturbagao 0.1
do K ganho do controlador -0.1
controlador w frequéncia da perturbagao [rad/s] 10
c polo do filtro passa-baixa [rad/s] 10

L dominio espacial 1
o* otimizador do mapa estatico 0.8

Parametros y* valor 6timo do mapa estatico 4
do H Hessiana do mapa estéatico -1
sistema S0 interface inicial [m)] 0.1
To temperatura inicial [°C] 110
Ty temperatura de derretimento [°C] 100

A Figura 4 corresponde ao gréfico do perfil de temperatura
para o sistema em malha fechada convergindo em um
espaco tridimensional (levando em consideragao o dominio
L e o tempo t) para uma vizinhanga de Ty.

A Figura 5 mostra a convergéncia da fronteira mével para
o otimizador ©*. O movimento senoidal de s(t) violaria as
condigOes usuais para o problema de Stefan, no qual a tem-
peratura permaneceria acima ou abaixo da temperatura de
derretimento em todo o intervalo [0, s(t)], formando uma
cadeia periddica de liquido e sélido. No entanto, como
o problema ocorre apenas no ponto extremo e em sua
vizinhanga, nés poderiamos redesenhar o algoritmo para
introduzir sinais de excitagao e diminuir a perturbagao
apos a vizinhanca extrema ser alcangada, como estudado

ISSN: 2525-8311

1990

Figura 4. Convergéncia de T(0,t) (curva vermelha) e
T(s(t),t) (curva preta) pata Ty (curva verde) em um
espaco tridimensional para o estado da EDO T'(x,t).

0.9

Figura 5. Convergéncia de s(t).

em (Scheinker and Krsti¢, 2014), (Wang et al., 2016) e
(Diirr et al., 2013).

Por fim, as Figuras 6 e 7 mostram a convergéncia da saida
y(t) para y* e U(t) para 0, respectivamente.

6. CONCLUSOES

A metodologia proposta consegue maximizar o mapa esta-
tico buscando o ponto extremo mesmo na presenga de uma
EDP de Stefan com fronteira mével. Embora a dinamica
de atuacao deva ser conhecida, nenhuma informagao é as-
sumida a partir dos parametros do mapa. A lei de controle
média para compensar a dinamica de atuagao empregou a
metodologia backstepping. Por fim, a estabilidade exponen-
cial local e a convergéncia para uma pequena vizinhanca
do extremo foram garantidas.

Considerando o movimento senoidal de s(t), os ciclos limite
podem ser completamente eliminados evitando violar a
validade do principio maximo no problema de Stefan,
conforme proposto em (Wang et al., 2016), onde o esfor¢o
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Figura 6. Convergéncia da saida y(t) para y*.
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Figura 7. Convergéncia do sinal de controle U (t) para 0.

do controlador baseados na busca extremal desaparece
a medida que o sistema se aproxima do equilibrio. Em
(Scheinker and Krstié, 2014) e (Diirr et al., 2013) o mesmo
objetivo foi proposto com a busca extremal baseado em
colchetes de Lie. Essa é realmente uma boa ideia para
futuras investigagoes.
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