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Abstract: This paper addresses the problem of distributed control design for nonlinear inter-
connected systems with time-varying delays in the interconnections. A new sufficient condition
for the stabilization of interconnected systems based on the Lyapunov theory and considering
that the nonlinear interconnections are sector bounded in the polytopic domain is presented.
Numerical simulations illustrate the efficiency of the proposed approach in guaranteeing the
asymptotic stability of the overall interconnected system.

Resumo: Este artigo aborda o problema de controle distribúıdo para sistemas não lineares
interconectados sujeitos a retardo variante no tempo entre as interconexões. Apresenta-se uma
nova condição suficiente para a estabilização do sistema interconectado em malha fechada
baseado na teoria de Lyapunov e considerando que as interconexões não lineares são limitadas
por setor contido em um domı́nio politópico. Simulações numéricas ilustram a eficiência do
método proposto em garantir a estabilidade assintótica do sistema interconectado global.

Keywords: Distributed control; Interconnected nonlinear systems; Time-varying delays.

Palavras-chaves: Controle distribúıdo; Sistemas não lineares interconectados; Atraso variante
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1. INTRODUÇÃO

Sistemas de grande escala são caracterizados pela interco-
nexão de diversos subsistemas que podem estar espacial-
mente distantes uns dos outros (Chanfreut et al., 2021).
Esta classe de sistemas pode representar sistemas como
microrredes, redes de transporte, e sistemas de distribuição
de energia e água (Huong et al., 2021).

As estratégias de controle empregadas em sistemas in-
terconectados são usualmente dividas em três categorias:
controle centralizado, descentralizado e distribúıdo. Na
estrutura de controle centralizado, apenas um controlador
tem acesso às informações de todos os subsistemas, sendo
então o responsável pela tomada de decisões sobre o fun-
cionamento do sistema global. Por outro lado, a estrutura
de controle descentralizado é constitúıda por um conjunto
de controladores locais que possuem acesso apenas às
informações do seu respectivo subsistema, ou seja, não

⋆ Esse trabalho foi financiado pelo CNPq (307933/2018-0;
164692/2020-7; 141252/2021-9; 315538/2021-0), CAPES (Código de
financiamento 001) e CAPES/FAPEAM (88887.199399/2018-00).

existe a troca de informações entre esses controladores. Por
fim, o controle distribúıdo também considera um conjunto
de controladores locais, mas neste caso existe a troca de
informações entre os controladores (Ge et al., 2017).

Em geral, a implementação de estruturas de controle cen-
tralizado requer elevados recursos computacionais e de
comunicação (Chanfreut et al., 2021). Apesar da redução
de recursos necessários e complexidade do projeto no caso
de controle descentralizado, a ausência de comunicação
entre os nós pode levar a perdas de desempenho no sistema
global devido às caracteŕısticas de atuação local. Neste
sentido, estratégias de controle distribúıdo oferecem uma
alternativa de compromisso entre o desempenho e os re-
cursos necessários para sua implementação. Além disso,
como este tipo de estratégia de controle limita a comu-
nicação dos subsistemas à vizinhança, ela promove maior
modularidade e escalabilidade em comparação com o con-
trole centralizado, e maior robustez em comparação com
o controle decentralizado. (Ge et al., 2017). Exemplos de
aplicações de controle distribúıdo incluem a estabilização
de um pelotão de véıculos com dinâmica não linear (Dun-
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bar e Caveney, 2012), controle baseado em eventos de sub-
sistemas não lineares incertos interconectados, com base
em aprendizado por reforço online (Narayanan e Jagan-
nathan, 2018), e a estabilização de um sistema de potência
multi-máquinas considerando distúrbios aditivos limitados
e interconexões não lineares, por meio de um projeto de
controle preditivo distribúıdo baseado em modelo acionado
por eventos (Zhou et al., 2022).

Frequentemente, processos industriais que dependem da
transmissão de informações podem induzir, de maneira
intŕınseca, efeitos de retardo no tempo em sua dinâ-
mica (De Souza et al., 2022). A existência do retardo,
caso não seja tratada corretamente, pode causar em perdas
de desempenho, oscilações indesejadas e, em casos extre-
mos, ocasionar um comportamento instável (Peixoto et al.,
2020, 2022). No contexto de sistemas interconectados, a
interconexão f́ısica entre os subsistemas muitas vezes repre-
senta fenômenos como transferência de matéria e energia,
cujos efeitos podem ser representados por retardos de
tempo induzidos (Yan et al., 2012). Apesar de ser necessá-
rio considerar os efeitos de retardo nas interconexões, há
poucos trabalhos que tratam desta questão, especialmente
para controle distribúıdo, sendo mais usual o projeto de
controladores descentralizados para sistemas interconecta-
dos sujeitos a retardo nas interconexões (ver Choi e Yoo
(2016); Wu et al. (2020); Tlili (2021) e suas referências).
No caso distribúıdo, Bijami e Farsangi (2018) abordaram
o projeto de controladores com memória para sistemas de
grande escala com subsistemas lineares a tempo discreto
sujeitos a retardo no tempo, tanto nos estados dos subsis-
temas, quanto nas interconexões entre eles. Nota-se ainda
que abordagens considerando subsistemas não lineares são
ainda mais escassas na literatura.

Uma maneira adequada de tratar problemas de análise
de estabilidade e śıntese de controladores para sistemas
não lineares é considerar modelos fuzzy Takagi-Sugeno
(TS)/quasi-LPV (Coutinho et al., 2019, 2022) para repre-
sentação politópica de dinâmicas não lineares. No contexto
de sistemas interconectados, em Hsiao (2018), um esquema
de controle fuzzy descentralizado é proposto considerando
a presença de múltiplos retardos na descrição do sistema.
Em Zhong e Zhu (2018), o controlador distribúıdo com
dados amostrados é projetado para subsistemas represen-
tados por modelos fuzzy TS. Apesar das vantagens de se
utilizar modelos fuzzy TS/quasi-LPV, as descrições poli-
tópicas se tornam excessivamente complexas em sistemas
de larga escala devido ao número elevado de vértices. A
modelagem fuzzy TS com consequente não linear (N-TS)
é proposta para evitar esse problema (Dong et al., 2011;
Coutinho et al., 2020), de modo que não linearidades de se-
tor são consideradas diretamente na dinâmica do modelo,
em vez de representá-las em termos de vértices do politopo.
A ideia de modelos N-TS foi empregada por Araújo et al.
(2021) e Araújo et al. (2022) para representar sistemas
com interconexões não lineares, reduzindo a complexidade
da descrição politópica do sistema global.

Diante do exposto, este trabalho trata do projeto de
controladores distribúıdos para sistemas não lineares in-
terconectados sujeitos a retardos variantes no tempo nas
interconexões. A dinâmica de cada subsistema não linear é
descrita por um modelo politópico. Além disso, assumindo
que as interconexões não lineares são limitadas por setor,

uma descrição similar à empregada por Araújo et al. (2021)
e Araújo et al. (2022) é utilizada. Com isso, condições
suficientes são fornecidas para realizar o projeto do contro-
lador distribúıdo que garante a estabilidade assintótica do
equiĺıbrio do sistema em malha fechada. Claramente esta
linha de ação é consequência de pesquisa já iniciada em
Araújo et al. (2021) e Araújo et al. (2022).

Notação: N≤m = {1, . . . ,m}; B = {0,1} denota o domı́nio
booleano; diag(A,B) denota uma matriz bloco diagonal
cujos elementos são A, B e

⊕n
i=1Ai = diag(A1, . . . ,An);

He(X) ≜ X + X⊤. Dados vetores xi ∈ Rni , define-se

(x1, . . . ,xN ) = [x⊤1 , . . . ,x
⊤
N ]⊤ ∈ Rn, onde n =

∑N
i=1 ni.

Denota-se xt : [−τ1,0] → Rn como o segmento xt(s) =
x(t + s), s ∈ [−τ1,0]. O espaço de funções absolutamente
cont́ınuas φ : [−τ1,0] → Rn com derivada quadrado-
integrável é denotado por C n

τ1 .

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Considere um sistema de controle distribúıdo (P,C), em
que P = {P1, . . . ,PN} é o conjunto de subsistemas não
lineares e C = {C1, . . . ,CN} o conjunto de controladores
locais. As interconexões entre os subsistemas são repre-
sentadas por um grafo não-direcionado G(V, E), sendo V
o conjunto de vértices e E = {eij = (i, j) ∈ V × V}
o conjunto de arestas que indicam a conexão entre os
subsistemas Pi e Pj . O conjunto de subsistemas conectados
a um subsistema i é Ni = {j ∈ V : (j,i) ∈ E}. Além
disso, assume-se que o conjunto de controladores locais C
também está interconectado conforme o grafo G(V, E). A
matriz de adjacência do grafo G é A = [aij ], sendo

aij =

{
0, se i = j ou eij /∈ E
1, se eij ∈ E ,

e a matriz de graus é D =
⊕N

i=1 di, com di =
∑N

j=1 aij .

2.1 Dinâmica dos subsistemas

Cada subsistema dinâmico não linear é descrito por

Pi: ẋi(t)=Ai(zi(xi(t)))xi(t)+Bi(zi(xi(t)))ui(t)

+
∑
j∈Ni

gij(xi(t),xj(t−τ(t)) (1)

em que xi ∈ Rni é o estado, ui ∈ Rmi a entrada de
controle, zi = (zi1, . . . ,zipi

) ∈ Rpi o vetor de funções
de escalonamento cont́ınuas e dependentes dos estados
zik : Rni→Rpi , para todo k ∈ N≤pi

,

gij(xi,xj) = Fijxj +Gij(zi(xi))ϕij(xi,xj) (2)

é a função que modela a interconexão entre os subsistemas
Pj e Pi com termos lineares Fij ∈ Rni×nj e não lineares
ϕij : Rni × Rnj → Rnϕi , e τ(t) é o retardo variante no
tempo induzido na interconexão entre Pj e Pi.

Hipótese 1. As interconexões entre todos os subsistemas
estão sujeitas ao mesmo retardo variante no tempo τ(t)
que é diferenciável e satisfaz a

τ0 ≤ τ(t) ≤ τ1, ∀t ∈ R. (3)

Com base na Hipótese 1, a condição inicial para o subsis-
tema Pi em (1) é denotada por

xi(s) = φi(s), ∀s ∈ [−τ1,0], (4)

sendo φi ∈ C ni
τ1 o conjunto de condições iniciais.
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O i-ésimo controlador local é dado por

Ci: ui(t) = Ki(zi(xi(t)))xi(t) +
∑
j∈Ni

Lijxj(t), (5)

sendo Ki : Rpi → Rmi×ni ganhos dependentes do parâme-
tro que correspondem ao termo descentralizado da lei de
controle e Lij ∈ Rmi×nj são ganhos constantes em rela-
ção aos estados dos subsistemas adjacentes. Note que (5)
não está sujeito a retardos τ(t), pois estes são induzidos
somente nas interconexões f́ısicas entre os subsistemas.

Definindo

ϕi(x) = (ϕik1(xi,xk1), . . . ,ϕikdi
(xi,xkdi

)) (6)

para kℓ ∈ Ni, ∀ℓ ∈ N≤di , o sistema (P, C) pode ser então
representado como 1 :

ẋ(t)=A(z(t))x(t)+G(z(t))ϕ(χ(t− τ(t)))

+Hx(t−τ(t))+B(z(t))u(t) (7)

u(t)=K(z(t))x(t)+Zx(t) (8)

x(s)=φ(s), ∀s ∈ [−τ1,0], (9)

em que x = (x1, . . . , xN ) ∈ Rn, u = (u1, . . . , uN ) ∈ Rm,
z = (z1, . . . , zN ) ∈ Rp, ϕ(χ) = (ϕ1(χ1), . . . , ϕN (χN )) ∈
Rnϕ , nϕ =

∑N
i=1 di, χ = (χ1, . . . , χN ) ∈ RNn, χi(t −

τ(t)) ≜ (xi(t − τ(t)), xi(t), x̄i(t − τ(t))) ∈ Rn, xi =

(x1, . . . , xi−1) ∈ Rn
i , x̄i = (xi+1, . . . , xN ) ∈ Rn̄i , ni ≜ n−∑N

k=i nk, n̄i ≜ n−
∑i

k=1 nk, φ ∈ C n
τ1 é o conjunto de con-

dições iniciais, A(z) =
⊕N

i=1Ai(zi), B(z) =
⊕N

i=1Bi(zi),

K(z) =
⊕N

i=1Ki(zi), e G(z) =
⊕N

i=1Gi(zi), com

Gi(zi) =
[
Gik1

(zi) . . . Gikdii
(zi)

]
,

para kℓ ∈ Ni, ℓ ∈ N≤dii
, sendo os elementos de H = [Hij ]

e Z = [Zij ], para todo i,j ∈ V, definidos de maneira
semelhante à matriz de adjacência A

Hij =

{
0, se aij = 0,

Fij , se aij = 1,
Zij =

{
0, se aij = 0,

Lij , se aij = 1.
(10)

Nota 2. O vetor χi(·) = (xi(·), xi(t), x̄i(·)) representa in-
terconexões não lineares do i-ésimo subsistema que depen-
dem dos estados atrasados dos subsistemas adjacentes.

Ao substituir (8) em (7), obtém-se a dinâmica em malha
fechada:

ẋ(t)=Acl(z(t))x(t)+Hx(t−τ(t))+G(z(t))ϕ(χ(t− τ(t))),
(11)

sendo Acl(z) ≜ A(z)+B(z)K(z)+B(z)Z e o conjunto de
condições iniciais é o mesmo que o definido em (9).

2.2 Representação politópica do sistema interconectado

Dados politopos convexos Di ⊂ Rni , i ∈ V, contendo a
origem xi = 0 de Rni , há escalares z0ik = infxi∈Di

zik e
z1ik = supxi∈Di

zik tais que z0ik ≤ zik ≤ z1ik, k ∈ N≤pi
.

Considere wik
0 (zik)=

(
z1ik−zik

)
/
(
z1ik−z0ik

)
e wik

1 (zik) =

1 − wik
0 (zik), funções de ponderação que são definidas

de modo que cada função de escalonamento zik seja
dada (de maneira equivalente) pela combinação convexa:

1 Para simplificar a notação, a dependência dos estados das funções
de escalonamento zi(xi(t)) é omitida e, e daqui em diante, denota-se
simplesmente por zi(t).

zik = wik
0 (zik)z

0
ik+w

ik
1 (zik)z

1
ik. Definindo-se os parâmetros

dependes do estado (Nguyen et al., 2019) da forma:

αii(zi) =

pi∏
k=1

wik
ik
(zik), (12)

é posśıvel verificar que∑
ii∈Bpi

αii(zi) = 1 e αii(zi) ≥ 0, ∀ii ∈ Bpi ,∀xi ∈ Di. (13)

Aplicando-se o mesmo procedimento para todos os subsis-
temas, é posśıvel representar as matrizes dependentes do
estado no sistema global (7)–(8) como:

A(z) =
∑
i∈Bp

αi(z)Ai, B(z) =
∑
i∈Bp

αi(z)Bi,

G(z) =
∑
i∈Bp

αi(z)Gi, K(z) =
∑
i∈Bp

αi(z)Ki,
(14)

para todo x ∈ D , em que i = (i1,i2, . . . ,iN ) é um multi-
ı́ndice em Bp, sendo Bp = Bp1 × · · · × BpN , αi(x) =
αi1(x1) · · ·αiN (xN ), e D = D1 × · · · × DN .

2.3 Condição de setor das interconexões não lineares

Como em Araújo et al. (2022), assume-se que as não
linearidades ϕi(x) satisfazem à hipótese a seguir.

Hipótese 3. Cada não linearidade ϕi : D → Rdi , i ∈ V,
pertence ao setor [0,Ωi].

O Lema abaixo segue da Hipótese 3 e será utilizado para
obter condições de projeto do controlador distribúıdo.

Lema 4. (Araújo et al. (2022)). Se ϕi : D → Rdi pertence
ao setor [0,Ωi], então a condição a seguir é verdadeira

Si(x,Λi) ≜ ϕ⊤i (x)Λ
−1
i (ϕi(x)− Ωix) < 0, ∀x ∈ D ,

para qualquer matriz diagonal Λi > 0 ∈ Rdi×di .

2.4 Declaração do problema

Considere o sistema de controle distribúıdo (P,C) consti-
túıdo pelos subsistemas em P, com interconexões sujeitas
a retardo no tempo, e pelos controladores C. Cada sub-
sistema Pi é descrito por (1) e cada controlador local Ci
é descrito por (5). Assumindo-se que as Hipóteses 1 e 3
são satisfeitas, projete os ganhos dos controladores locais
tais que a origem do sistema em malha fechada (11) seja
assintoticamente estável.

3. RESULTADOS PRINCIPAIS

Considere

vij =
[
0ni,8ni

+(j−1)ni
Ini

0ni,(8−j)ni+8ni+nϕ

]
∈ Rni×nξ ,

Ji =

[
vi1

vi2 − vi3
vi3 − vi5

]
, Gi(τ) =

[
vi2
τ0vi6

(τ − τ0)vi7 + (τ1 − τ)vi8

]
,

Zi =

[
vi2 − vi3

vi2 + vi3 − 2vi6

]
, Wi =

 vi3 − vi4
vi3 + vi4 − 2vi7

vi4 − vi5
vi4 + vi5 − 2vi8

 ,
Z =

[
Z̃ 0Nn,nϕ

0nϕ,8n Inϕ

]
∈ R(Nn+nϕ)×(8n+nϕ),
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Z̃ =

 Z̄1

...
Z̄N

 ∈ RNn×8n, Z̄i =

℘
1
i
...
℘N
i

 ∈ RNni×8n,

℘j
i =

{[
0ni,8ni

+ni Ini 0ni,8ni+6ni

]
se j = i,[

0nj ,8nj
+3nj

Inj
0nj ,8nj+4nj

]
se j ̸= i.

sendo nξ = 8n+ nϕ.

O teorema a seguir fornece uma condição suficiente para
resolver o problema de controle apresentado na Seção 2.4.

Teorema 5. Considere o sistema interconectado e em ma-
lha fechada com a lei controle distribúıdo (C,N ) em (11).
Considere que as Hipóteses 1 e 3 são satisfeitas para τ0 e τ1,
tal que τ0 < τ1, e matrizes Ωi ∈ Rdi×n. Se existirem matri-

zes simétricas definidas positivas P̃i ∈ R3ni , Q̃1i, Q̃2i, R̃1i,

R̃2i ∈ Rni , e matrizes Xi ∈ Rni×ni , Λi ∈ Rdi×di , L̃ij ∈
Rmi×nj , L̃ij ∈ Rmi×nj , Ỹ1i ∈ R2ni×2ni , Ỹ2i ∈ R2ni×2ni e

K̃i(zi) ∈ Rmi×ni , tais que

Υ(z,τk,) ≜

[
Θ̃(z,τk) W⊤Ỹk+1

⋆ −R̃2

]
< 0, (15)

para todo k ∈ B, sendo

Θ̃(z,τ) =
∑
i∈V

(
Φ̃i(τ)

)
+ Z⊤Ξ̃Z+He(Ỹ),

Φ̃i(τ) = He(G⊤
i (τ)P̃iJi)) + Σ̃i −W⊤

i Ψ̃i(τ)Wi

+ v⊤i1

(
τ20 R̃1i + τ210R̃2i

)
vi1 − Z⊤

i R̃1iZi,

Ψ̃i(τ) =

[
R̃2i 0

0 R̃2i

]
+ τ1−τ

τ10

[
R̃2i Ỹ2i
Ỹ ⊤
2i 0

]
+ τ−τ0

τ10

[
0 Ỹ1i
Ỹ ⊤
1i R̃2i

]
,

Σ̃i = v⊤i2Q̃1ivi2 + v⊤i3(Q̃2i − Q̃1i)vi3 − v⊤i5Q̃2ivi5,

Ξ̃ =

[
0Nn,Nn ⋆

Ω̄ −2Λ

]
, Ỹ =

[
Γ̃ + ∆̃ Π̃
0nϕ,8n 0nϕ,nϕ

]
,

R̃2 =
N⊕
i=1

R̃2i, X =
N⊕
i=1

Xi, Ω̄ =
N⊕
i=1

ΩiX,

Λ =
N⊕
i=1

Λi, Ỹk =
N⊕
i=1

Ỹki, ∆̃ = [∆̄ij ],

Γ̃ =
N⊕
i=1

Γ̃i, Π̃ =
N⊕
i=1

Π̃i, ∆̄ij =

{
0 se aij = 0,

∆̃ij se aij = 1,

W =
[
W⊤

1 · · · W⊤
N

]⊤
, Ỹki =


[
Ỹ ⊤
ki 0

]⊤
, k = 1[

0 Ỹki

]⊤
, k = 2

Γ̃i =


Ãi

Ãi

0ni,8ni

Ãi

04ni,8ni

 ∆̃ij =


D̃ij

D̃ij

0ni,8nj

D̃ij

04ni,8nj

 , Π̃i =


G̃i

G̃i

0ni,di

G̃i

04ni,di

 ,
Ãi =

[
−Xi Ai(zi)Xi +Bi(zi)K̃i(zi) 0ni,6ni

]
,

D̃ij =
[
0ni,nj Bi(zi)L̃ij 0ni,nj AijXj 0ni,4nj

]
,

G̃i = Gi(zi)Λi,

R̃1i = diag(R̃1i,3R̃1i), R̃2i = diag(R̃2i,3R̃2i), ∀i ∈ IN ,
∀j ∈ Ni, então a origem do sistema em malha fechada com
a lei de controle distribúıdo em (11) é assintoticamente

estável para qualquer retardo variante no tempo τ0 ≤
τ(t) ≤ τ1. Neste caso, os ganhos do controlador distribúıdo

são dados por: Ki(zi) = K̃i(zi)Xi
−1 e Lij = L̃ijXj

−1.

Demonstração. A demonstração é apresentada no Apên-
dice 6. ■
Nota 6. Como as condições do Teorema 5 estão escritas
em um formato não linear devido à dependência dos
parâmetros, as relaxações apresentadas em Coutinho et al.
(2020); Araújo et al. (2022) são empregadas para obter um
conjunto finito de condições a ser resolvido.

4. SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

4.1 Exemplo 1: pêndulos invertidos interconectados

Considere uma rede de 5 pêndulos invertidos interconec-
tados por molas com retardo variante no tempo nas inter-
conexões. A dinâmica do i-ésimo pêndulo é descrita por
(Araújo et al., 2021):

ẋi1(t) = xi2(t)

ẋi2(t) =
g
li
sen(xi1(t)) +

1
mil2i

ui(t)

− ka2

mil2i

∑
j∈Ni

(xi1(t)− xj1(t− τ(t)))

− ka2γ2

mil2i

∑
j∈Ni

(xi1(t)− xj1(t− τ(t)))
3
,

sendo que xi1(t) é o ângulo da haste com relação a posição
vertical, xi2(t) é a velocidade angular, e ui(t) é o torque
aplicado na base do i-ésimo pêndulo. Além disso, g =
9,8 m/s

2
é a aceleração da gravidade, k = 80 N/m e

γ = 0,8 m−1 são, respectivamente, os coeficientes elásticos
linear e não linear da mola, a = 0,5 m é a altura da
conexão nas hastes dos pêndulos. Os valores de mi e li
são apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Parâmetros de cada subsistema da
rede de pêndulos invertidos.

Subsistema mi (kg) li (m) xi10 (rad)

P1 0,35 1,2 0,2543
P2 0,30 1,3 -0,0537
P3 0,40 1,1 -0,2094
P4 0,25 0,9 0,1245
P5 0,45 1,2 -0,1123

O grafo que representa as interconexões entre os pêndulos
é apresentado na Figura 1.

P1

P2

P3 P4

P5

Figura 1. Grafo da rede de pêndulos interconectados.

Definindo-se zi(x) = sen(xi1)/xi1, i ∈ V, como funções de
escalonamento e assumindo-se que as posições angulares
satisfazem às restrições |xi1| ≤ θ̄, com θ̄ = π/4, pode-
se obter a representação politópica para cada subsistema

Sociedade Brasileira de Automática (SBA) 
XXIV Congresso Brasileiro de Automática - CBA 2022, 16 a 19 de outubro de 2022 

ISSN: 2525-8311 1912 DOI: 10.20906/CBA2022/3435



considerando que sen(θ̄)/θ̄ ≤ zi(x) ≤ 1. Além disso, as
interconexões não lineares pertencem ao setor

ϕij(xi,xj) = (xi1 − xj1)
3 ∈ co{0,Ωix},

sendo que Ωi é dado por Ωi = [Ωi1 Ωi2 . . . ΩiN ], no qual

Ωij =
[
Ω⊤

ijk1
. . . Ω⊤

ijkℓ

]⊤ ∈ Rdii×nj ,

e Ωijkℓ
= [4θ̄2 0], se j = i, ou Ωijkℓ

= −Ωiikℓ
, se j ̸= i,

∀j ∈ Ni, kℓ ∈ N≤di
, e Ωij = 0, ∀j /∈ Ni. Considerando o

limitante inferior τ0 = 0,05, então o valor máximo para o
limitante superior τ1, tal que as condições do Teorema 5
são fact́ıveis, é dado por τ1 = 0,435. A Figura 2 mostra
que todas as trajetórias do sistema em malha fechada,
para o retardo variante no tempo τ(t) = (τ1 + τ0)/2 +
(τ1 − τ0) sen(20πt + π/2)/2, com os limitantes obtidos,
convergem para a origem.

Figura 2. Trajetórias do sistema de pêndulos invertidos
em malha fechada com as respectivas entradas de
controle distribúıdo. Condições iniciais apresentadas
na Tabela 1.

4.2 Exemplo 2: rede de geradores interconectados

Considere o problema de estabilização de uma rede de
energia elétrica composta apenas por geradores, onde o
principal objetivo é promover o sincronismo entre os mes-
mos. A rede é composta por 7 geradores interconectados
de acordo com o grafo apresentado na Figura 3.

P2

P1

P3

P5

P4 P6 P7

Figura 3. Grafo da rede de geradores interconectados.

Considerando o retardo nas interconexões, a equação di-
nâmica de cada gerador é descrita como:

ẋi1(t) = xi2(t),

ẋi2(t) = −Di

Mi
xi2(t)− 1

Mi
xi3(t)

− 1
Mi

∑
j∈Ni

Yij sen(xi1(t)− xj1(t− τ(t))),

ẋi3(t) = − 1
Ti
x13(t) +

1
Ti
x14(t),

ẋi4(t) =
1
Ki
x12(t)− Ri

Ki
x14(t) +

1
Ki
ui(t),

onde x1i(t) é o desvio de ângulo de fase, x2i(t) é a veloci-
dade angular, x3i(t) é a diferença da entrada de potência
mecânica e x4i(t) é a diferença de posição da válvula de
acionamento da turbina. Cada ui(t) corresponde à entrada
de controle para o governador do i-ésimo gerador, e Yij
é a admitância entre o i-ésimo e j-ésimo gerador. As
interconexões não lineares pertencem ao setor

ϕij(xi,xj) = Yij sen(xi1 − xj1) ∈ co{0,Ωix},
em que cada Ωi é constrúıdo de maneira similar ao apre-
sentado no Exemplo 1 considerando Ωijkℓ

= [Yij 0 0 0]
se j = i, ou Ωijkℓ

= −Ωiikℓ
, se j ̸= i, para j ∈ Ni, e

Ωijkℓ
= [0 0 0 0] se j /∈ Ni, kℓ ∈ N≤dii

. Os valores dos
parâmetros do sistema são os mesmos considerados em
Araújo et al. (2019).

Foram realizados testes variando o limitante inferior do
atraso τ0 com o intuito de obter o valor máximo para τ1 no
qual as condições do Teorema 5 são fact́ıveis. O resultado
obtido é apresentado na Tabela 2, onde pode-se notar que
o aumento do limitante inferior resulta em uma diminuição
no intervalo de variação do retardo.

Tabela 2. Máximo valor de τ1 para diferentes
valores de τ0 – Exemplo 2.

Máximo τ1 ∆τ

τ0 = 0,05 1,113 1,063
τ0 = 0,10 1,128 1,028
τ0 = 0,50 1,185 0,685
τ0 = 1,00 1,363 0,363
τ0 = 2,00 2,132 0,132
τ0 = 3,00 3,053 0,053

Para o caso de maior variação, ou seja, ∆τ = 1,063,
apresenta-se na Figura 4 as trajetórias do sistema de ge-
radores em malha fechada. A equação do retardo variante
no tempo é a mesma considerada no Exemplo 1.

Nota 7. Comparações não foram realizadas nas simulações
numéricas, pois no melhor do conhecimento dos autores,
não foram encontradas outras abordagens na literatura que
tratam do problema de controle distribúıdo para sistemas
interconectados com subsistemas não lineares sujeitos a
atraso nas interconexões.

5. CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou uma abordagem de controle dis-
tribúıdo para sistemas não lineares interconectados su-
jeitos a retardos variantes no tempo nas interconexões.
Uma nova condição suficiente foi proposta para projetar
o controlador distribúıdo a partir de uma descrição ade-
quada da dinâmica do sistema global por um modelo po-
litópico local. Simulações numéricas ilustraram a eficácia
do método proposto em garantir a estabilidade assintótica
do equiĺıbrio do sistema global em malha fechada. Em
trabalhos futuros, a abordagem pode ser estendida para
considerar atraso na dinâmica de cada subsistema.
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Figura 4. Trajetórias do sistema de geradores em malha
fechada com as respectivas entradas de controle dis-
tribúıdo.

6. APÊNDICE: DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA

Considere um funcional de Lyapunov-Krasovskii candi-
dato da forma:

V (xt, ẋt) =
N∑
i=1

V1i(xit) + V2i(xit) + V3i(ẋit), (16)

em que V1i(xit)=η
⊤
i (t)Piηi(t),

V2i(xit)=

∫ ⊤

t−τ0

x⊤i (s)Q1ixi(s)ds+

∫ t−τ0

t−τ1

x⊤i (s)Q2ixi(s)ds,

V3i(xit)=τ0

∫ 0

−τ0

∫ ⊤

t+θ

ẋ⊤i (s)R1iẋi(s)dsdθ

+τ10

∫ τ0

−τ1

∫ ⊤

t+θ

ẋ⊤i (s)R2iẋi(s)dsdθ,

sendo ηi(t) = (xi(t),τ0ψi(τ0,0),τ10ψi(τ1,τ0)) e

ψi(a,b)≜ 1
a−b

∫ t−b

t−a
xi(s)ds. Define-se o vetor de estado

aumentado

ξ(t)=(ζ1(t), . . . , ζN (t),ϕ(χ(t− τ(t)))) ∈ Rnξ , (17)

sendo que

ζi(t) = (ẋi(t), xi(t),στi(t),ςτi(t)),

στi(t) = (xi(t− τ0), xi(t− τ(t)), xi(t− τ1)),

ςτi(t) = (ψi(τ0,0), ψi(τ0,τ(t)), ψi(τ(t),τ1)).

Considerando (17), a derivada temporal do funcional é
dada por

V̇i(xit)=ξ
⊤(t)

[
He(G⊤

i (τ)PiJi) + Σi

]
ξ(t)

+ξ⊤(t)v⊤i1
(
τ20R1i + τ210R2i

)
vi1ξ(t)

−τ0
∫ t

t−τ0

ẋ⊤i (s)R1iẋi(s)ds−τ10
∫ t−τ0

t−τ1

ẋ⊤i (s)R2iẋi(s)ds, (18)

em que Σi = v⊤i2Q1ivi2+v
⊤
i3(Q2i−Q1i)vi3−v⊤i5Q1ivi5.

De acordo com a desigualdade de Wirtinger (Seuret e
Gouaisbaut, 2013), tem-se que

−τ0
∫ t

t−τ0

ẋ⊤i (s)R31ẋi(s)ds ≤ −ξ⊤(t)Z⊤
i R1iZiξ(t), (19)

−τ10
∫ t−τ0

t−τ1

ẋi(s)R2ixi(s)ds ≤

−ξ⊤(t)W⊤
i

[ τ10
τ(t)−τ0

R2i 0

0 τ10
τ1−τ(t)R2i

]
Wiξ(t), (20)

sendo R1i = diag(R1i,3R1i), e R2i = diag(R2i,3R2i).
Além disso, ao aplicar o Lema da reciprocidade con-
vexa dependente do retardo (Seuret e Gouaisbaut, 2018)
em (20) considerando ϱ(t) = (τ(t)− τ0)/τ10 eWi1 = Ri2−
Yi1Ri2

−1Yi1
T , Wi2 = Ri2 − Yi2

TRi2
−1Yi2 , tem-se que

−τ10
∫ t−τ0

t−τ1

ẋi(s)R2ixi(s)ds ≤

− ξ⊤(t)
[
W⊤

i (Ψi(τ(t))−Ψ0i(τ(t)))Wi

]
ξ(t), (21)

sendo

Ψi(τ) =

[
R2i 0
0 R2i

]
+ τ1−τ

τ10

[
R2i Y2i
Y ⊤
2i 0

]
+ τ−τ0

τ10

[
0 Y1i
Y ⊤
1i R2i

]
,

Ψ0i(τ) =

[ τ1−τ
τ10

Y1iR−1
2i Y

⊤
1i 0

0 τ−τ0
τ10

Y ⊤
2i R

−1
2i Y2i

]
.

Levando em consideração (18), (19) e (21), tem-se que a
derivada do funcional é limitada superiormente por

V̇ (xt,ẋt) ≤ ξ⊤(t)

[∑
i∈V

(
Φi(τ(t)) +W⊤

i Ψ0i(τ(t))Wi

)]
ξ(t),

em que

Φi(τ) = He(G⊤
i (τ)PiJi)) + Σi −W⊤

i Ψi(τ)Wi

+ v⊤i1
(
τ20R1i + τ210R2i

)
vi1 − Z⊤

i R1iZi.

Considerando a propriedade de não linearidades de setor
apresentada no Lema 4, têm-se por argumentos de S-
procedure que

V̇ (xt,ẋt)− 2
∑
i∈V

Si(χi(t− τ(t)),Λi) < 0, (22)

sendo posśıvel escrever

−2
∑
i∈V

Si(χi(t− τ(t)),Λi) = ξ⊤(t)
(
Z⊤ΞZ

)
ξ

com

Ξ =

[
0Nn,Nn ⋆
ΩΛ −2Λ−1

]
, ΩΛ =

N⊕
i=1

Λ−1
i Ωi.

Logo, pode-se concluir que (22) é satisfeita se
ξ⊤(t)Q(τ(t))ξ(t) < 0, sendo

Q(τ) =
∑
i∈V

(
Φi(τ) +W⊤

i Ψ0i(τ)Wi

)
+ Z⊤ΞZ.

Além disso, segue da equação do sistema em malha fe-
chada (11) que Yξ(t) = 0, com
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Y =

[
Γ +∆ Π
0nϕ,8n 0nϕ,nϕ

]
, ∆ = [∆̄ij ], Γ =

N⊕
i=1

Γi,

Π =
N⊕
i=1

Πi, ∆̄ij =

{
0 se aij = 0,

∆ij se aij = 1,

Γi =


Ai

Ai

0ni,8ni

Ai

04ni,8ni

 ∆ij =


Dij

Dij

0ni,8nj

Dij

04ni,8nj

 , Πi =


Gi

Gi

0ni,di

Gi

04ni,di

 ,
Ai =

[
−Xi

−⊤ Xi
−⊤ (Ai(zi) +Bi(zi)Ki(zi)) 0ni,6ni

]
,

Dij =
[
0ni,nj Xj

−⊤Bi(zi)Lij 0ni,nj Xj
−⊤Aij 0ni,4nj

]
,

Gi = Xi
−⊤Gi(zi).

Pelo Lema de Finsler, Q(τ(t)) < 0 é equivalente a∑
i∈V

(
Φi(τ) +W⊤

i Ψ0i(τ)Wi

)
+ Z⊤ΞZ+He(Y) < 0. (23)

Aplicando complemento de Schur N vezes e considerando
a relação afim em τ , a condição (23) é satisfeita se[

Θ(z,τ0) W⊤Y1

⋆ −R2

]
< 0,

[
Θ(z,τ1) W⊤Y2

⋆ −R2

]
< 0, (24)

em que Y1i =
[
Y ⊤
1i 0

]⊤
, Y2i = [0 Y2i]

⊤
,

R2 =

N⊕
i=1

R2i, Y1 =

N⊕
i=1

Y1i, Y2 =

N⊕
i=1

Y2i,

Θ(z,τ) =
∑
i∈V

(Φi(τ)) + Z⊤ΞZ+He(Y).

Por fim, multiplicando (24) por U⊤ à esquerda e U à

direita, sendo U = diag(T,Λ,U), T =
⊕N

i=1(I8 ⊗ Xi),

U =
⊕N

i=1(I2N ⊗ Xi), obtêm-se o conjunto de condições
apresentado em (15). Isso conclui a demonstração. 2

REFERÊNCIAS
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