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Abstract: In this paper, a novel Multivariable Adaptive Super-Twisting Algorithm is proposed.
Considering a multilayered structure, the proposed adaptive scheme does not require the
knowledge of upper bounds for the matched disturbances and their derivatives. Extracting
information from the equivalent control, a second-order sliding mode is achieved by adapting
both gains in a non-conservative way, potentially reducing the undesirable effects of chattering.

Resumo: Neste artigo, um novo algoritmo Super-Twisting Adaptativo Multivaridvel é proposto.
Considerando uma estrutura de miltiplas camadas, o esquema adaptativo proposto nao requer
o conhecimento de limitantes superiores para perturbagoes casadas e suas derivadas. Extraindo
informagoes através do controle equivalente, um modo deslizante de segunda ordem é obtido
adaptando ambos os ganhos de maneira nao-conservadora, reduzindo, potencialmente, os efeitos

indesejados do chattering.
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1. INTRODUCAO

O controle por modos deslizantes é uma técnica muito
eficiente para controlar sistemas incertos sujeitos a per-
turbagoes casadas (Utkin, 1992). A principal desvantagem
dessa técnica é o problema do chattering causado pela alta
frequéncia de chaveamento observada na agao de controle.
Esse problema pode provocar oscilagoes de alta frequéncia
nas variaveis do sistema, podendo prejudicar seu desempe-
nho em malha fechada (Utkin, 1992; Shtessel et al., 2014).
O conceito de modos deslizantes de ordem superior foi
proposto em (Levant, 1993) com o objetivo de remover o
problema do chattering. No entanto, na pratica por conta
da presenca de nao-idealidades, o efeito do chattering pode
apenas ser atenuado (Boiko and Fridman, 2005).

Entre os esquemas de modo deslizante de segunda ordem,
o Algoritmo Super-Twisting (STA) se destaca por nao
depender da derivada da varidvel de deslizamento para
a sua implementagdo (Levant, 2003). A introducdo de
uma nova abordagem baseada em Fungoes de Lyapunov
em (Moreno and Osorio, 2008) permitiu que fossem feitos
novos desenvolvimentos incluindo a adogao de esquemas
adaptativos para ajuste dos ganhos do STA.

Diversos autores consideraram leis adaptativas para au-
mentar os ganhos do algoritmo Super-Twisting a fim de
garantir a geragao do modo deslizante de segunda or-
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dem (Plestan et al., 2010; Shtessel et al., 2012; Alwi and
Edwards, 2013; Bartolini et al., 2013). No entanto, nesses
trabalhos os ganhos s6 podem crescer ou permanecer com
o mesmo valor. Dessa forma, o valor dos ganhos pode se
tornar maior do que o necessério, reforcando o problema
do chattering.

Visando a lidar com esse efeito indesejado, novas estraté-
gias adaptativas foram propostas para minimizar os valo-
res dos ganhos nao s6 para o Super-Twisting, mas também
para estratégias de modos deslizantes de primeira ordem
Oliveira et al. (2016, 2018).

Com relacdo ao esquema adaptativo, diversas formas de
ajuste dos ganhos sao exploradas na literatura, como
fungoes de barreira Obeid et al. (2018, 2020) e a estimagao
do controle equivalente. Em (Utkin and Poznyak, 2013),
um esquema adaptativo baseado no conceito de controle
equivalente garante o deslizamento de segunda ordem
enquanto reduz a magnitude da agao de controle. No
entanto, somente um ganho é adaptado, enquanto o outro
ainda precisa ser ajustado suficientemente grande, baseado
no conhecimento de um majorante para a perturbagcao.

Posteriormente, seguindo essa linha de pesquisa, uma nova
estrutura baseada no algoritmo Super-Twisting é proposta
em Edwards and Shtessel (2016), associada a um esquema
adaptativo que permite a adaptacao de ambos os ganhos.
Por sua vez, um controlador continuo adaptativo baseado
em modos deslizantes de ordem superior foi proposto em
(Edwards and Shtessel, 2019) para sistemas com grau
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relativo n. Entretanto, assume-se que a variavel de desliza-
mento e suas n — 1 primeiras derivadas estao disponiveis.
Deve-se destacar também que, assim como em (Utkin
and Poznyak, 2013), o esquema adaptativo proposto em
(Edwards and Shtessel, 2016, 2019) é voltado para sistemas
SISO, e que a classe de perturbagoes considerada sao de
sinais limitados cuja primeira derivada é limitada por uma
constante desconhecida.

Em (Zhao et al., 2019), foi proposto um algoritmo Super-
Twisting multivariavel cujos ganhos sao adaptados por
meio de um esquema de camada dupla baseado no con-
trole equivalente. No entanto, assim como em (Utkin and
Poznyak, 2013), esta estratégia adapta somente um dos
ganhos, enquanto o outro deve ser definido suficientemente
grande.

Visando a englobar uma classe de sistemas multivariaveis
mais ampla, uma versao multivariavel generalizada do al-
goritmo Super-Twisting com ganhos adaptativos descrita
em (Edwards and Shtessel, 2016) foi proposta em (de Aze-
vedo Filho and Nunes, 2020). Este artigo estende esta con-
tribuicao propondo um esquema adaptativo de multiplas
camadas capaz de lidar com perturabagoes polinomiais
ilimitadas. Assim como em Edwards and Shtessel (2016),
o conceito de controle equivalente é aplicado na adaptacao
de ambos os ganhos, evitando uma escolha conservadora de
seus valores enquanto garante um deslizamento de segunda
ordem. A convergéncia global em tempo finito é garantida
para a variavel de deslizamento e sua derivada através de
uma abordagem via funcao de Lyapunov, enquanto a efica-
cia do método proposto € ilustrada através da simulagoes
de um problema de detecgao e reconstrucao de ataques
cibernéticos em um sistema de poténcia.

2. DEFINICOES PRELIMINARES

O simbolo || -|| representa a norma euclidiana para vetores,
ou a norma induzida para matrizes. Aps(-) (A () denota
o maior (menor) autovalor de uma matriz. Por sua vez, a
definigao de Fillipov para a solucao de equacoes diferenci-
ais descontinuas é considerada (Filippov, 1988)..

3. ESQUEMA ADAPTATIVO DE MULTIPLAS
CAMADAS

Considere o seguinte sistema multivaridvel generalizado de

(Edwards and Shtessel, 2016)
o(t) = —a(t)—

o2
2(t) = —5@)”%” +d(1),

onde o (t), z(t) € R" sdo as varidveis de deslizamento e o
novo termo ®(¢,0) e os ganhos variantes «(t) e B(¢) sdo
dados por

+®(t,0) + 2(t),
(1)

L)
®(t,o)=——~0,
L(t) (2)
Oé(t) = Qpo\/ L(t), ﬁ(t) = 50L(t),
onde ag e By sdo parametros de projeto positivos e L(t) €
R é uma funcao positiva obtida através do esquema adap-
tativo de multiplas camadas que serd apresentado poste-
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riormente. Por sua vez, d(t) € R™ é uma perturbagao de
entrada que satisfaz a seguinte hipétese

Hipdtese 1. A classe de perturbagoes de entrada d(t) con-
siderada aqui satisfaz

dm
—d(t
7 42
YVt > tg, onde m > 0 € N e a constante a,, > 0 € R é finita
porém desconhecida

< am (3)

Seja Ueq = B(t)ll‘;—u Logo, durante o modo deslizante

(o=z=0), sabe-se pelo conceito de controle equivalente
que
o

Ueq = B(t) 7

ol = d(t) (4)

eq
onde (t)llg—ll y é um sinal continuo que pode substituir

B(t)ﬁ e ainda preservar o modo deslizante. Para uma

discussao mais ampla sobre o conceito de controle equiva-
lente e sua estimacao, veja Utkin (2013).

Uma vez que o esquema adaptativo proposto baseia-se no
conceito de controle equivalente, a estimacao do mesmo e
de suas m — 1 derivadas temporais sera feito a partir dos
seguintes filtros passa-baixas multivariaveis:

)B(t) z (5)

y
' IE

5t
k=1,...,n ((Tks + 1)m

onde i =0,....m — 1, Ueq, € R", € 71,...,7 > 0 € R
sao parametros suficientemente pequenos. Logo, durante
o modo deslizante, %d(t) pode ser estimado em tempo
real através de tUeg, (ts

ﬁeth (S) =

O objetivo agora é propor um esquema adaptativo que
permita que o ganho L(t) se torne um majorante para
[|d(t)|| apés um tempo finito

Considere as seguintes varidveis auxiliares:

I
So(t) = L(t) = ——|[teq, (1) — €0 (6)
aBo
1
(5it:pit—7ﬁeit — € 7
(t) = pi(t) aﬁoll ol (7)
onde i = 1,...m—1, e €g,...,e;m—1 > 0 € R, e 0 <
a < min(1, %) € R sao variaveis de projeto. Escolhendo a
desta forma, tem-se que — > 1.

aBo

Diferentemente do trabalho de Edwards and Shtessel
(2016), que considera somente perturbagoes limitadas, nds
introduzimos um novo conjunto de varidveis auxiliares no
esquema de adaptacao (7) de modo a lidar com uma classe
mais ampla de perturbagoes.

De forma similar & (Edwards and Shtessel, 2016), as
variaveis de projeto escalares a e €y representam margens
de seguranca que devem satisfazer a seguinte desigualdade.

a—;ouaeq(wu +eo > [[teq (B (8)

O ganho adaptativo L(t) ¢ definido como

L(t) = 1(t) + I 9)
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onde Iy > 0 € R é um parametro de projeto e {(t) é uma
fungao escalar que evolui de acordo com

i(t) = —p1(t)sgn(do(1)), (10)

com

pi(t) = pio + pi(t), 1<i<m
—pi+1(t)sgn(d;(t)), para 1 <i<m—1 (11)

o (
”m‘{ﬂ&mm

onde v, p19, ...

para i =m

, Pmo > 0 € R sao parametros de projeto.

O primeiro resultado deste artigo é apresentado a seguir:

Teorema 1. Considere o sistema (1) e a classe de pertur-
bagoes d(t) apresentada na Hipdtese 1. Entao, o esquema
adaptativo de multiplas camadas (5)—(7), (9)—(11) garante
que
lo, VO<t<t
Lt) >4 y °
O { o ) v 2.

para todo t > tg.

(12)

Prova: Aqui iremos apresentar apenas 0s passos princi-
pais.Note que, para 7;, i = 0,...,m — 1 suficientemente

pequeno, existe um intervalo de tempo [ty, tc] C [tq, tc] DO
qual
a0 > 2a| [ L (86002 i =0.m—1 (13
Ueg, al|l— — i=0,..,m—
B dt’ llo|

onde 1 < A < % De (13), para i = 0, note que

| |aeqo || > )‘GBOL(t)

Substituindo este resultado em (6), durante a fase de
alcance segue que d(t) < 0.

De (10), segue que i(t) = pi(t). Considerando (13) e
usando (1) e (2), Pode-se verificar que

@ \" el ) |7 ae loll oil
| (o) Pl (oo -eo- 0o

para ¢ = 1,...,m — 1. Substituindo (14) em (13), pode-se

verificar que

[|Teq; || > Aabopi(t), i=1,....m—1
. Logo, de (7), pode-se verificar que §;(t) < 0,Vi=1,....m

Finalmente, substituindo os resultados acima em (10) e
(11), pode-se concluir que

L(t) = I(t) = pa (1)
:57,' t) = pi(t) = piJrl(t)a i=1,...m—1 (15)
ﬁm(t) = .m(t) > 7(A - 1)pm 1(t)

Dessa forma, é possivel concluir que durante a fase de
alcance, L(t) e p;,i = 1,...m crescem monotonicamente
como fungoes exponenciais. Uma vez que, por hipdtese,
[|d(¥)|] cresce, no méximo, como um polindémio de ordem
m, em um tempo finito ¢, onde, Yt > t5, L(t) > ||d(t)]].
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Usando este resultado, pode-se provar que o modo desli-
zante o = z = 0 é alcancado apds um tempo finito t,.

Agora, suponha que o modo deslizante ja foi alcangado.
Considere a seguinte fungao de Lyapunov

- 5m (t) 1 qQm
Vm—l(dm—lapM) = TI_FZ <a50

—%ﬁﬂiam

onde ¢ > 1 é uma margem de seguranca usada para
garantir que
d
il O] < aan (")
Utilizando (11), pode-se mostrar que a derivada temporal
de Vi—1(6m—1, pm) satisfaz a seguinte desigualdade:

mel S _pm0|6mfl(t)| (18)
Uma vez que Vm,l < 0, pode-se concluir que d,,-1(t) e
Ppm(t) sdo sinais limitados. Através de (7), note que um
limitante superior para |d,,—1(t)| é dado por
1 d

s (O] = o590+ i e O

1 |d qam
< [——
= b | ol O] <0+ 25

Como pp,(t) ¢ limitado, verifica-se que py,(t) também é
limitado. Consequentemente |d,,,—1(¢)| é um sinal limitado
e |0m—1(t)| é absolutamente continuo. De (18), a seguinte
desigualdade é satisfeita.

t
oo [ 1m-a(B]dt < Vinoa(0)
0

Pelo Lema de Barbalat (Khalil, 2002), tem-se que 6,1 (t) —
0 conforme t — oo. Portanto, existe um tempo finito
tm—1 onde [6p,_1(t)] < <2, Vi > tp_1. Apés isso, de
(7), verifica-se que a fungao adaptativa p,,—1(t) satisfaz a
seguinte desigualdade

(19)

= |6 (8)] < T2

|teq,, ()] = €m—1

1
Pm—l(t) - 7/80

2
Consequentemente

1 _ €m—1

pm—1(t) = —=|[teq,,_, ()] — €m—1 > —
aﬁo 2
. (20)
() 2 —llteq,,_, Bl + 5=

Pm—1l) = afo! em1 9

Por sua vez, considere a familia de fungées de Lyapunov
candidatas

m— 2

(21)

Considerando (6), (7), (9)- (11), pode-se mostrar que

Vi < =L 5i(e)] (22)

Dessa forma, é possivel verificar que
do(t) =+ =0m_a(t)=0
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apés um certo tempo finito Ths. Além disso, durante o
modo deslizante, segue de (6) e (8), que

L(t) = aiﬂoHﬁ’eqo(t)” +e0 > [Jueg ()| = [|d@)]

Finalmente de (10) e (15), tem-se que L(t) > [y durante a
fase de alcance (¢ < t,), enquanto de (23)

L(t) > maz([[d(?)]], €)
durante o modo deslizante. Portanto a desigualdade (12)
é satisfeita Vt > ty, o que conclui a demonstragao. 0O

(23)

Observacao 1. A abordagem proposta aqui pode lidar com
uma classe perturbagoes ilimitadas, ao custo de ganhos
ilimitados. Por sua vez, no caso de perturbacoes limitadas,
pode-se verificar que L(t) também se torna limitado.

Observagao 2. Como d,,—1(t) converge para zero assinto-
ticamente, a funcdo p,,(t) é sempre crescente, o que pode
se tornar problematico em certas aplicacoes praticas. Note
que na prova do Teorema 2,

€
bmoa(8)] < 2

é suficiente para garantir que o esquema adaptativo fun-
cione. Logo, para lidar com este problema o esquema
proposto pode ser substituido por

I(t) = —prsgn(do)
pi(t) = —pit1(t)sgn(d;), i=1,.m—1

- _ YNom—1 ()], if [6rm—1(t)] = 5;1—1
in®={ 3 oy

(24)

m—1

onde 0%, ; > 0 € R é um parametro de projeto pequeno.

4. CONVERGENCIA DAS VARIAVEIS DE
DESLIZAMENTO

Considere agora o sistema multivaridvel (1), o esquema
adaptativo de muiiltiplas camadas e o ganho L(t) que sa-
tisfaz (12). O seguinte Teorema apresenta as propriedades
de convergéncia do algoritmo Super-Twisting considerado

Teorema 2. Counsidere o sistema (1), o esquema adapta-
tivo de multiplas camadas (5)—(7), (9)-(11) e assuma que
a Hipdtese 1 é satisfeita. Definindo os ganhos aq e 5y como

(2a030)? K2
a2 +260+2 k-1

(25)

com 1 < k € R, entdo, a superficie de deslizamento
o = o = 0 ¢ alcancada em tempo finito.

Prova: Usando os mesmo argumentos de Azevedo Filho
and Nunes (2020), pode-se concluir que o ponto de equi-
librio (o,z) = 0 é alcangado globalmente em tempo fi-
nito. Consequentemente pode-se mostrar por (1) que se
(o,2) =0, entdo o(t) = 0 apds um tempo finito. O

5. ESTUDO DE SIMULAQAO: SISTEMA
CIBER-FISICO

Considere o sistema de poténcia WECC apresentado em
(Pasqualetti et al., 2015; Corradini and Cristofaro, 2017).
Usando a técnica de redugao de Kron (Dorfler and Bullo,
2012), o sistema de poténcia pode ser escrito como

£(t) = AE(t) + Bu(t) + By f(€.t) (26)
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com &(t)=[6(t)" w(t)T}T, onde 6(t) € R3 sdo os angulos
dos rotores geradores e w(t) € R3 sido as frequéncias
relativas. Por sua vez, _f(£ t) representa um vetor de
ataques desconhecido e By é uma matriz de projeto a ser
definida posteriormente. Finalmente, as matrizes A ¢ B
sao descritas em detalhes em (Corradlm and Cristofaro,
2017). Para este caso ilustrativo, considere a seguinte saida

()= &= 50 )

Além disso, considere que o primeiro e o quarto estados
serao monltorados isto €, Bf =CT.

Depois da mudanca de coordenadas apresentada em
(de Azevedo Filho and Nunes, 2020) na forma x(t) =
TE(t), o sistema pode ser reescrito como

Jil(t) _ A]_]_ A12 wl(t) B]_ 0
[da(t)} N [A21 A | |za(t)| T | B2 u(t) + F(t)
onde y(t) = x2(t), e A11 é uma matriz Hurwitz. Considere

agora o seguinte estimador de estados

DO [ A 5]+ [ wor+ )
Com §(t) = #2(t). Definindo os erros de estimacdo como

e1(t)=m1(t)—21(1), e2(t) =w2(t)—22(t), e ey(t) = y(t) —
g(t), segue que

él (t) A11 0
. t N
e =[]0+ 0 0
onde infere-se que ey(t) = ez(t). Como Ay é Hurwitz,
pode-se verificar que e (¢) é um sinal limitado que converge

exponencialmente para a origem. O vetor de ataques f(t)
é reconstruido pelo seguinte monitor de ataques

(27)

Ft) = ()2 — 0(a,1) /ﬁ

e

onde o(t) = ey(t) é definido como a varidvel de desliza-
mento. De (27), o erro de monitoramento f(t)— f(t) é
dado por

f(t)— f(t) =6 — Anies(t) (28)

Por sua vez, note que a dinamica de ey(t) pode ser
reescrita por (1), com

d(t) = Az1é1(t) + f(t) = Az1Arzes + f(1)
Considere para esta simulagao que o vetor de ataques
t3
== t
s =5
é desconhecido e que sua terceira derivada temporal é limi-
tada por uma constante desconhecida. Note que um vetor

de ataques desta forma representa um possivel ataque ci-
bernético de alteracao de carga em um sistema de poténcia.
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Como eq(t) é um sinal limitado, a seguinte desigualdade é
satisfeita V¢

d’f(t)
de3

HC"'@)H <||Az1A3,]] llea ()] + ’

H<a2

onde as é uma constante positiva mas desconhecida. Pelo
Teorema 1, param > 2, o esquema adaptativo de miltiplas
camadas proposto garante que L(t) > ||d(t)|| em tempo
finito. Finalmente, pelo Teorema 2, conclui-se que o modo
deslizante de segunda ordem & = o = 0 é ser alcancgado
em tempo finito.

Observagao 3. Note que Hd(t)H ¢ um sinal iliimtado, vio-
lando as condigoes requeridas para a aplicagao do esquema
de camada dupla proposto em (Edwards and Shtessel,
2016). Por sua vez, o esquema de multiplas camadas
proposto aqui pode lidar com uma classe mais ampla de
perturbacoes através da inclusao de novas camadas no
esquema adaptativo.

Os parametros ag e By sao escolhidos de acordo com (25).
Considerando x = 2, estes parametros sao selecionados
como ag = 2 e By = 3.5. Os parametros do esquema de
multiplas camadas foram escolhidos como 79 = 2 - 1072,
T =4- 1072, lO = 0.1, , P10 = 01, P20 = 0.1, ¢¢ = 01,
€1 = 0.1, a = 0.28, e v = 8. Para esta simulagao, assume-
se que o(0) = [1 —1]T, z(0) = [0 O]T, e que as demais
condicoes iniciais sao zero. Os resultados de simulagao sao
apresentados nas seguintes Figuras.

Pode-se verificar na Figura 1 que o esquema proposto
garante convergéncia em tempo finito para as varidveis
de deslizamento, e consequentemente de ||®(o,t)||. Por
sua vez, pode-se ver na Figura 2, que apds t = 0.7s,
L(t) > ||d(t)|| satisfazendo (12). Nas Figuras 3 e 4 nota-se
o comportamento esperado de dy(t), d1(t), p1(t) e pa(t).
Além disso, verifica-se na Figura 5, que o ataque pode
ser reconstruido exponencialmente, uma vez que f (t) —

F(t) = Asrex(t) (ver (28)).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo(s)
6
—4 1
£
2k B
ok
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo(s)

Figura 1. Norma das variaveis de deslizamento e da funcao
D(o,t)
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Figura 2. Ganho adaptativo L(t) versus a norma de d(t)

do(t)

Time(s)

. . . . . . . .
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time(s)

Figura 3. Varidveis auxiliares do(t) e d1(t).

20F g

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time(s)
80 1
60 1
40 :
L
20 1
0 1
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time(s)

Figura 4. Varidveis adaptativas p1(t) e p2(t).
6. CONCLUSAO

Este artigo propoe um novo esquema adaptativo de muil-
tiplas camadas que adapta ambos os ganhos do algo-
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-50

Time(s)
Figura 5. Reconstrucao do ataque com o monitor proposto.

ritmo Super-Twisting multivaridvel modificado. O es-
quema adaptativo nao requer conhecimento a priori de
majorantes da perturbacdo e de suas derivadas. A intro-
ducao de camadas adicionais permite que a abordagem
proposta seja capaz de lidar com uma classe de pertur-
bagoes polinomiais ilimitadas. Durante a fase de alcance,
os ganhos sao aumentados para garantir que um modo
deslizante de segunda ordem ocorra. Usando informacao
extraida de uma aproximagao do controle equivalente e de
suas derivadas temporais, é possivel minimizar ambos os
ganhos, atenuando o problema de chattering. O problema
de detecgao e reconstrucao de ataques cibernéticos em um
sistema de poténcia é considerado para ilustrar os resulta-
dos obtidos e comprovar a eficdcia do esquema proposto,
que é capaz inclusive de reconstruir ataques desconhecidos
ilimitados.
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