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Abstract: This paper addresses the polyquadratic stabilization of switched linear systems
with polytopic uncertainties. Time-varying uncertain parameter-dependent switched Lyapunov
functions are used to obtain conditions, in the form of linear matrix inequalities, that guarantee
the polyquadratic stabilization and positivity of the dynamical system. The present work
considers the case of discrete time-varying polytopic uncertainties in the switched state matrix,
switched input matrix, and state feedback switched gain matrix. In addition, polyquadratic
stabilization is performed with the eigenvalues placement in a circular region in the complex
plane. Two example systems are employed to verify the effectiveness of the proposed conditions.

Resumo: Este trabalho trata da estabilizagao poliquadrética de sistemas lineares chaveados com
incertezas politépicas. Sao utilizadas fungdes de Lyapunov chaveadas dependentes de parametros
incertos variantes no tempo para obtencao de condigbes, na forma de desigualdades matriciais
lineares, que garantem a estabilizacao poliquadratica e a positividade do sistema dinamico.
O presente trabalho considera o caso de incertezas politopicas variantes no tempo discreto
na matriz de estados chaveada, matriz de entrada chaveada, e matriz de ganhos chaveada
de realimentagdo de estados. Além disso, a estabilizacdo poliquadratica é realizada com a
alocacao de autovalores em uma regido circular no plano complexo. Sdo empregados dois sistemas

exemplos para verificagao da eficdcia das condigbes propostas.
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1. INTRODUCAO

Sistemas chaveados sao sistemas dinamicos compostos por
modos (subsistemas) em que estdo contidas as equagoes
que descrevem as caracteristicas dinamicas do sistema e
uma regra de chaveamento que seleciona a cada instante
de tempo qual modo estard ativo (Liberzon and Morse,
1999; Liberzon, 2003). Por esse motivo, um sistema cha-
veado pertence a classe de sistemas hibridos (Gans and
Hutchinson, 2007). Nesse sentido, uma das vantagens que
motivam o estudo de sistemas chaveados é quando o sis-
tema dinamico é caracterizado por diferentes propriedades
dindmicas definidas em diferentes regides no espago de
estados (Daafouz et al., 2003).

Um importante problema da teoria de controle de sistemas
chaveados é a estabilizacao, seja quando a funcao de cha-
veamento é arbitraria, dependente do tempo ou da fungao
de estados/saida (DeCarlo et al., 2000; Jin et al., 2020). A
literatura jé contém algumas contribuigoes referentes a es-
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tabilizacao de sistemas chaveados considerando diferentes
tipos de complexidades dinamicas. Em Hetel et al. (2006),
foi tratado o problema de estabilizacao para sistemas poli-
tépicos variantes no tempo via funcao de Lyapunov chave-
ada dependente de parametros (FLCDP). Em Tong et al.
(2021), foi realizada a estabilizagdo de sistemas chaveados
de forma assincrona com tempo de permanéncia dinamico.
Em Zhao and Zhu (2021), foi trabalhada a estabilizacao
de sistemas chaveados estocasticos altamente nao lineares
com atrasos de tempo.

Uma outra classe importante de sistemas dinamicos sao
os sistemas positivos. Sistemas positivos sdo aqueles que,
dada uma condigao inicial nao negativa, a funcao de
estados permanecerd nao negativa para todo instante
de tempo (Aleksandrov and Mason, 2014; Farina and
Rinaldi, 2000). Sistemas positivos descrevem a dindmica
de fendmenos em diferentes areas, como em biologia, fisica,
ecologia, econometria, e entre outros (Aleksandrov and
Mason, 2014). Com respeito aos sistemas lineares, a teoria
de controle de sistemas positivos tem sido trabalhada pela
comunidade académica de sistemas dindmicos (Kaczorek,
2012; Farina and Rinaldi, 2000). Porém, como um cendrio
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de complexidade que tem motivado novas investigacoes,
a presenca de incertezas paramétricas é um ponto a se
considerar aos sistemas positivos.

Este trabalho é delimitado a contribuir ao tépico de
pesquisa referente a estabilizacao poliquadratica de siste-
mas lineares positivos chaveados incertos. Em Silva et al.
(2021), foi proposta a estabilizacao de sistemas positivos
chaveados e invariantes no tempo discreto via fungao de
Lyapunov aumentada e chaveada. E importante também
destacar Liu et al. (2017) que abordou o mesmo problema
de Silva et al. (2021), porém com a funcdo de Lyapunov
baseadas no tempo médio de permanéncia. Em Deaecto
and Geromel (2017), foi proposta uma sintese de controle
por realimentacao de estados com a garantia do custo Hs
e a positividade via funcao de Lyapunov chaveada. Em
Liu et al. (2015), foi tratada a estabilizagdo de sistemas
positivos chaveados no tempo discreto com restrigoes na
funcao de controle e de estados, e incertezas politopicas
invariantes no tempo.

Nesse sentido, o presente trabalho visa propor, via fungoes
de Lyapunov quadraticas chaveadas dependentes de para-
metro (FLCDP) incertos variantes no tempo, na forma de
desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz
Inequalities - LMIs), condigdes para estabilizagdo poli-
quadratica de sistemas lineares chaveados com incertezas
politépicas variantes no tempo discreto. As incertezas po-
litépicas variantes no tempo sao consideradas nas matriz
de estados chaveada, matriz de entrada chaveada, e na
matriz de ganhos chaveada de realimentacao de estados.
A fungao de chaveamento é do tipo arbitraria. Além disso,
sao incorporadas as condigoes para estabilizagao poliqua-
dratica, condigoes que garantem a alocagao de autovalores
em regioes circulares, com centro no eixo real, do plano
complexo, e a positividade do sistema. Embora alguns do
problemas citados acima tenham sido tratados em Hetel
et al. (2006); Peres et al. (1994), as complexidades aborda-
das no presente trabalho, de acordo com o levantamento bi-
bliogréfico, ainda nao foram consideradas ao mesmo tempo
na formulacao de um problema de controle. As condigoes
propostas sao avaliadas em dois sistemas exemplos. O
presente artigo é organizado da seguinte forma: resultados
preliminares sao apresentados na Secao 2; os resultados
principais desse trabalho sao apresentados na Secao 3; os
exemplos computacionais para verificacao da eficdcia das
condicOes propostas sao apresentados na Secao 4; e na
Secao 5 é apresentada a conclusao do trabalho.

Notagao: X € RP*™ representa uma matriz com p linhas
e n colunas. A notagao p € R™ representa um vetor com
n linhas e 1 coluna de ntmeros reais. P >~ 0 (P < 0)
representa uma matriz definida positiva (negativa). P > 0
(P > 0) representa uma matriz com elementos positivos
(ndo negativos). A notacdo p > 0 (p > 0) representa
uma vetor com elementos positivos (ndo negativos). P
representa uma matriz transposta. O bloco transposto de
uma matriz definida em blocos é denotado por *.

2. PRELIMINARES

Esta secao tem como objetivo apresentar as principais
defini¢oes para o problema de estabilizacao poliquadratica
de sistemas lineares positivos chaveados com incertezas
politépicas variantes no tempo.
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2.1 Problema de Estabilidade Poliquadrdtica

Seja o seguinte sistema linear no tempo discreto

- Z a;(k)Ax(k), (1)

onde x : Z — R"™ é a funcao de estados e k € Z é
o instante de tempo discreto. A matriz de estados com
incertezas politépicas variantes no tempo A(a(k)) por
definicao Vk € Z pertence ao conjunto convexo

L
A= {Aa(k)) cA(a(k)) = Zai(k)Al}7 (2)
i=1

onde A; € R" ™ denota o i-ésimo vértice do politopo
convexo. O vetor de parametros incertos variantes no
tempo a(k), que descreve o politopo convexo, por defini¢do
Vk € Z pertence ao simplex unitédrio

L
Q= {a k ERL:Zai(k):l,ai(k)ZO}. (3)

Defini¢ao 1. Em Daafouz and Bernussou (2001), a estabi-
lidade poliquadrética do sistema (1) é verificada através
de uma fungao de Lyapunov dependente de parametros
(FLDP), V(x(k),a(k)), tal que as seguintes condigbes
devem ser satisfeitas

(1) V(x(k), ee(k)) = x" (k)
(2) V(x(k+1),a(k —|— 1)) V(x(k),a(k)) <0,

para x(k) # 0, e V(x(k),a(k)) = 0 para x(k) = 0. A
matriz de Lyapunov com incertezas politépicas variantes
no tempo P(a(k)) pertence Vk € Z ao conjunto convexo

L
P = {P(a(k)) :P = Zai(k)Pi}, (4)
i=1
onde P; = PI = 0 é a matriz de Lyapunov simétrica

definida positiva pertencente ao i-ésimo vértice do politopo
CONnvexo.

x(k+1) = A(a(k

)P (a(k))x(k) > 0

Comentario 1. A estabilidade poliquadratica é assim cha-
mada devido a FLDP ser quadratica com respeito a fungao
de estados e depender em uma forma politépica do vetor
de pardmetros incertos variantes no tempo (Daafouz and
Bernussou, 2001).

De forma equivalente, a estabilidade poliquadratica pode
ser verificada através do seguinte lema.

Lema 1. O sistema (1) ¢é poliquadraticamente estavel
se existem matrizes simétricas definidas positivas S; €
R™*"™ S; € R™*™ e matrizes G; € R™*" tal que

Gi+Gf -8, %
AG, s 7Y (5)
Vi e {l,...,L} eVj € {1,...,L}. Em (5), a matriz de

Lyapunov é dada por P; = S; L
Prova. Ver De Oliveira et al. (1999).

Considere o seguinte sistema linear chaveado com incerte-
zas politopicas variantes no tempo discreto

x(k +1) = A(o(k), au(k))x(k), (6)
onde o : Z — I é a fung@o de chaveamento arbitraria. A
fungao de chaveamento indica qual modo estara ativo no
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instante k, assumindo valores em I = {1,..., N} tal que

N é o numero de modos do sistema chaveado.

A matriz de estados chaveada com incertezas politopicas
variantes no tempo A(o(k), a(k)) é definida como

A(O(k)a a(k)) = Z ao’j(k)AUja (7)
j=1

onde A(J(k),a(k)) € {A(1,a(k)),...,A(N,a(k))}, Asj

denota o j-ésimo vértice do o-ésimo modo e n, é o nimero

de vértices do politopo convexo. O vetor de parametros

incertos variantes no tempo o (k) pertence Yk € Z ao

simplex unitdrio

€ R" : Zagj(k‘)
j=1

Comentdrio 2 (Hetel et al., 2006). Uma vez que a combina-
cao convexa de politopos convexos é também um politopo
convexo, entao (6) é equivalente a

N
— Zgi(k)f&(z a(k))x(k)
. 9)

= ZZ&'L 041] Aijx(k)v

=1 j=1

0, = =1 a0;(k)>0%. (8)

onde & : Z — {0,1} é a funcdo indicadora, tal que
Zf;l Ci(k) = 1, Vk € Z. A substituicio da funcdo de
chaveamento pela fungao indicadora é justificada uma vez
que, a cada instante k, apenas um modo ¢ ativo. Com uma
notagao simplificada, (9) é equivalente a

x(k+1) = A(&(k), au(k))x (k).
Em Hetel et al. (2006), a estabilidade poliquadratica do

sistema (10) é verificada através de uma FLCDP, tal que
as seguintes condicoes devem ser satisfeitas

(10)

(1) V(x(k), &(k), ae(k)) = xT (k)P(&(k), ex(k))x(k) > O
(2) V(x(k+1),8(k+1), a(k+1)) =V (x(k),&(k), a(k)) <
para x(k) # 0, e V(x(k),&(k), a(k)) = 0 para x(k) = 0.
Para as condigdes propostas em Hetel et al. (2006), segue
que

nq

f’( Zzgz Oé” 2]7

=1 j=1

(11)

onde P;; = PL = 0 ¢é a matriz de Lyapunov simétrica
definida postiva pertencente ao i-ésimo modo e j-ésimo
vértice do politopo convexo.

De forma equivalente, a estabilidade poliquadratica pode
ser verificada através do seguinte lema.

Lema 2. (Hetel et al., 2006). O sistema (9) é poliquadra-
ticamente estdvel se existem matrizes simétricas definidas
positivas S;; € R"*" S,,, € R™*" e matrizes G;; € R"*"

tal que
Gij + G;I; — Sij *
AyCy  Su) 7 12)
Vi € {1,...,N}, Vm € {1,...,N}, Vj € {1,...,n;} e
Vv e {1,...,ny}. Em (12), a matriz de Lyapunov é dada

por P;; = S;jl.
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Prova. Ver Hetel et al. (2006).
2.2 Problema de Estabilizacao

Seja o seguinte sistema linear chaveado com incertezas
politépicas variantes no tempo discreto
x(k+1) = A(§(k), a(k))x(k) + B(&(k), ﬁ(k))U(k)i )
13
onde as matrizes de estado A(£(k),a(k)) € R™" e de
entrada B(&(k), B(k)) € R™"*P chaveadas com incertezas
politépicas variantes no tempo sao definidas como

A(g(k), ZZ@ Jovij (k

zljl

Z Zgz le zl;

i=1 [=1

(14)

onde A;; € R™" e By € R™P sdo, respectivamente,
o j-ésimo e [-ésimo vértices de dois politopos convexos
pertencentes ao i-ésimo modo descritos pelos vetores de
pardmetros incertos variantes no tempo a(k) e B(k) per-
tencentes Vk € Z aos simplex unitarios

Qz(a) = k) S R™ : ZIOL”(,ZC) = 1,0[@‘(]43) Z 0
Jj=1

Qi(8) == eR™ : iﬂil(k) =1,Bu(k) >
=1

(15)

Supondo que o par (A(&(k), a(k)), B(£(k). B(K))) seja
controlavel, entao é possivel obter uma funcao de controle
chaveada via realimentagao de estados definida como

N
=Y Kk
i=1

onde u : {0,1} x RP*™ x R® — RP ¢ a funcdo de
controle chaveada e K; € RP*™ é a matriz de ganhos de
realimentacao de estados. Através da funcao de controle
chaveada (16), o sistema (13) é reescrito, apds substituidas
as defini¢oes de (14) em (13), conforme a seguir

(16)

N n; n;

=22 > &lk)ay(

=1 j=11=1

k + 1 le( ) z]l(k>x(k)’

(17)
onde a matriz de estados em malha fechada é dada por
H;;; = A;; +B;K;. Em Hetel et al. (2006), a estabilidade
poliquadrética do sistema (17) é verificada através de
FLCDP, tal que

(1)‘:/(()( (k) =

)
(2) V(x(k+1),&(k+1), 7
para x(k) # 0, e V(x(k),&(k), 7(k)) = 0 para x(k) = 0. A
matriz de Lyapunov chaveada com incertezas politopicas
variantes no tempo é dada por

N n; n;

(k). T(k) =D > &k)ay(

=1 j=1[=1
onde Py;; = P};l = 0 e 7(k) = [a(k) B(Ek)] é o vetor de

parametros incertos variantes no tempo.

x" (k)P (£(k), T (k))x(k) > 0
k+1)) =V(x(k),&(k), 7(k)) <

6zl( ) ijly (18)
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De forma equivalente, a estabilidade poliquadrética pode
ser verificada através do seguinte lema.
Lema 3. (Hetel et al., 2006). O sistema (17) é poliquadra-
ticamente estdvel se existem matrizes simétricas definidas
positivas S;; € R"*",S,,, € R"*" e matrizes G;; € R"*"
tal que
Gi+G/ —S;; *
Ai;Gi +BiR; S
Vi,m € {1,...,N}, Vil € {l,....,n;} e Yo,u €
{1,...,nm}. A matriz de ganhos de realimentagio de es-
tados é dada por

=0, (19)

K, =R,G . (20)

Prova. Ver Hetel et al. (2006).

Antes de apresentar os resultados principais desse traba-
lho, é necessario apresentar a definicao de sistemas positi-
VOs.

Lema 4. (Farina and Rinaldi, 2000; Silva et al., 2021). Um
sistema dindmico em malha fechada é definido positivo se
para uma condicao inicial x(0) > 0 e u(k) > 0 implica que
a trajetéria correspondente x(k) > 0 Vk € Z..

Comentario 3. Para um problema de estabilizacao, um
sistema linear chaveado com incertezas politdpicas vari-
antes no tempo serd positivo se para uma condicao inicial
x(0) > 0 e u(k) > 0 a trajetéria correspondente x(k) > 0
Vk € Z4. Esse resultado é obtido quando a matriz de
estados em malha fechada possui todos elementos nao
negativos, ou seja, H;;; > 0.

3. RESULTADOS PRINCIPAIS

Considerando o seguinte sistema linear chaveado com
incertezas politopicas variantes no tempo

X%+D=A@®mM%MM+EﬂMﬁWN®%D

Supondo que o par (A(&(k), a(k)), B(&(k), B(k))) scja
controlavel, entao é possivel obter uma funcao de controle
chaveada com incertezas politopicas variantes no tempo
definida como

N n;

=2 &)

i=1 c=1

onde u : {0,1} x R x RP*” x R" — RP ¢ a funcdo de
controle chaveada com incertezas politopicas variantes no
tempo. A matriz K;. € RP*" é a matriz de ganhos de
realimentagao de estados pertence ao c-ésimo vértice do
politopo convexo do i-ésimo modo descrito pelo vetor de
pardmetros incertos variantes no tempo (k) pertencente
Vk € Z ao simplex unitario

Qi(v) == {'Y(k) eR™: ZL’Yzc(k) =1,7%c(k) = 0} -

(23)
Considerando que, além de garantir a estabilizacao po-
liquadrética e a positividade do sistema (21), a funcao
de controle chaveada com incertezas politépicas variantes
no tempo (22) aloque os autovalores desejados em malha
fechada em uma regido circular com centro (4, 0) e raio r,
como mostrado na Figura 1, tal que [6] + 7 < 1.

Kicx(k), (22)
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Figura 1. Regiao circular para alocagao de autovalores.

A especificagao de autovalores pode ser introduzida no
sistema (21) por substituir a matriz de estados em malha
fechada Hijlc = Aij + B; K. por Hijlc = ( ijle — )/’I“
(Peres et al., 1994; Montagner et al., 2003).

Antes de enunciar o préoximo lema é necessério apresentar
mais algumas formulagoes. As condigoes para que o sis-
tema (21) seja poliquadraticamente estdvel via funcao de
controle chaveada com incertezas politépicas variantes no
tempo (22) sdo as seguintes

(1) V(x(k), &(k),n(k)) = x" (k)P(&(k), n(k))x(k) > 0
(2) Vix(k+1),&(k+1),n(k+1)) =V (x(k),£(k),n(k)) <
para x(k) # 0, e V(x(k), &(k ),nk):Oparax(k):O,
Qndetn(k) : [ta(k) ﬁt(k) ~(k)] é o vetor de pardmetros
incertos variantes no tempo.

A equacao de estados em malha fechada é dada por

N n; n; n;

=22 > D &k

i=1 j=11=1 c=1

k + 1 Th]lc zglca (24)

onde a matriz de estados chaveada com incertezas polité-

picas variantes no tempo em malha fechada é dada por
n; m; N

S PH3

i=1 j=11=1 c=1

H = FI(€(

nzﬂc z_]lc-

(25)

A matriz de Lyapunov chaveada com incertezas politépicas
variantes no tempo é dada por
ng MN; Ny

S » P

P = P( nzﬂc

1]107
i=1 j=1[1=1 c=1
(26)
(§]
v Pr= P(E(k+1),m(k+1) =
SN itk + Dmijie(k + DPije =
= 1] 11=1c=1 (27)

Nm Mm NMm

>35S

m=1v=1u=1r=1

)vaur-

nmvur

Assim, a funcao diferenca ao longo da trajetéria da
FLCDP entre k + 1 e k é definida como

V(x(k+1), &k + 1), n(k + 1)) = V(x(k), §(k), n(k)) =
x"(k) (HTPH ~P) x(k) <0,
(28)
que é equivalente a

H'P,H-P<o0. (29)
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Lema 5. O sistema (21) é poliquadraticamente estabili-
zavel, positivo e com os autovalores alocados na regiao
circular especificada via fungao de controle chaveada com
incertezas politépicas variantes no tempo (22) se existem
matrizes simétricas definidas positivas S;j. € R™ " e
Sivur € R¥™ e matrizes G;. € R"*", Z,. € RPX", tal
que

T
PGt GE-Su)  x 1lo o
AijGic +ByZi. — 0Gic "Sivur

P
@iy Gicney T Z bil g Zic(qry = 0, (30b)

q=1
entao a funcdo de controle chaveada com incertezas po-
litépicas variantes no tempo (22) com K;. = ZiCG;Cl

estabiliza poliquadraticamente, garante a positividade e a
alocacao de autovalores na regiao circular especificada para
o sistema (21), Vi,m € {1,...,N}, Vj,l,e € {1,...,n;} e
Vv,u, r, e {1, A ,nm}. Em (30b), Aij ES [aij(ht)],
[Gicnny ), Bit = [bitg,,] € Zic = [zic(,,], em que Vh,t €
{1,...,n}eVge{1,...,p}.

Prova. Para provar a suficiéncia de (30a), é assumido
que essa condicdo é factivel. A condigdo (30a) é obtida
impondo que

r (Gw —+ GlTC — Sijlc) * “0
(Aij + BilKic - 6) Gic Tsmvur ’

ic =

(31)

Sendo assim, para tomar os mesmos procedimentos ado-
tados por Hetel et al. (2006), sdo definidas as matrizes
Aijic = (Aijic —9)/r, ByKie = (ByKic — 0)/r e K;c =

19

Z;.G;'. Dessa forma, (30a) e (30b) sdo reescritas como

Gi.+ G} — Sijic  *
o e, g >0 32
|:Aij Gic + BilZic vaur ( a)
p %2
dij(h,,,)gicw) + Z bil(hq)'gif:(qt) > 0. (32b)
q=1
Considerando que
Gic + G;I; — Sijlc = 0. (33)
Portanto, G;. é nao singular e como S;j;. > 0, entao
(Sijic — GiC)TS;jllc(Sijlc —Gic) = 0, (34)
que é equivalente a
G};S;}cGic = (Gic +GI - Sijlc) . (35)
Portanto, (30a) implica que
GIS 1 G; *
o ic z]lcu lCV - 0’ 36
|:AijGic + BilZic vaurj| ( )
que é equivalente a
GIS 1 G
Leijle e = 0. 37
|: Hijchic vau’r:| ( )

Pré e pés multiplicando (37) pela transformacdo de con-

Fazendo P;j;. = St

ijle?

Pijlf *
P

m'uurHijlc vaur

(38) resulta em

} =0, (39)
Vi,m € {1,...,N}, V5,l,c € {1,...,n;} e Yo,u,r €
{1,...,nm}. Multiplicando todos os blocos de matrizes em
(39) por seus respectivos vetores de pardmetros incertos
variantes no tempo e por suas funcoes indicadoras, e apds
realizar os somatorios, é obtido que

{ P *

PP, (40)

| -0

Aplicando o complemento de Schur em (40), é obtido que

H'P,H-P <0, (41)
que é a mesma desigualdade matricial apresentada em

(29), implicando na existéncia da fungdo de Lyapunov
chaveada com incertezas politépicas variantes no tempo.

Para provar a necessidade, conforme apresentado em Hetel
et al. (2006), é assumido que a funcao diferencga ao longo
da trajetéria da FLCDP entre k+1 e k satisfaca (28). Isso
implica que (41) é satisfeito e, portanto, é obtido que

I.:I;'I]"lchvurI‘:Iijlc - Pijlc < 03 (42)
Vi,m € {1,...,N}, Vjl,c € {1,...,n;} e Yo,u,r €
{1,...,nm}. Um procedimento similar ao proposto por

Daafouz and Bernussou (2001) pode ser realizado para
o fim da prova. Para que o sistema (21) seja positivo
é necessario que (30b) seja satisfeito. A condi¢ao (30Db)
garante que todos os elementos de flijlc seja nao negativos,
ou seja, IjIZ-jlc > 0.

Comentario 4: Para um caso particular em que os vetores
de parametros incertos variantes no tempo sao iguais, ou
seja, a(k) = B(k) = ~v(k), as condigbes do Lema 5 sao
reescritas como

r (Glj + G:l; — Szy) *

=0 43a
A,;jGij + B”ZU - 5Gl] T’qu,:| ( )
P
Qijiiney Jijiney + Z bij(hq)zij(qt) =0, (43b)
q=1
entao a fungao de controle chaveada com incertezas po-
litépicas variantes no tempo (22) com K;; = ZijGi_j1

estabiliza poliquadraticamente, garante a positividade e
a alocacao de autovalores na regido circular especificada
para o sistema (21), Vi,m € {1,...,N},Vj € {1,...,n;} e
Ve{l,...,nm}t Em (43b), A = [aij(ht)]’ Gij = [gij(m)]y
B;; = [bij(hq)] eZ;; = [zij(qt)], em que Vh,t € {1,...,n} e
Vg e{1,...,p}.

4. EXEMPLOS COMPUTACIONAIS

Para certificar a eficicia das condi¢Ges propostas para
solugao do problema de estabilizagao poliquadrética para a
classe de sistemas tratada nesse trabalho, foram emprega-
dos exemplos académicos retirados da literatura. As con-

N . T a—1 . 1 @—T , .
gruéncia diag(Gy." Sppup) € diag(Gi. Spuur), € obtido digoes propostas na forma de LMIs foram implementadas
que . e solucionadas em MATLAB (R2016a) através do parser
Sijte * oo (38) YALMIP (Lofberg, 2004) e solver SEDUMI 1.3 (Sturm
SmourHijie Sibur ' et al., 2006).
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4.1 Sistema 1

O sistema 1 é inspirando em Liu et al. (2017). Esse sistema
dinamico foi adaptado para obtengao de um sistema linear
chaveado com dois modos, em que cada modo é descrito
por um politopo convexo contendo dois vértices. As ma-
trizes de cada vértice foram definidas de forma arbitraria.
Seja o seguinte sistema linear chaveado

mu= [0 me= 0003
A= [0800] an-[035]
] (44)
Bi1 = [8:2 8:3 » Bip= 8:? 8:3]
Bo = {_02121 :8:2] , Bm= { 8:3 —0(7),49}

Neste exemplo, o sistema (44) é assint6ticamente estavel
e nao positivo. Logo, a func¢ao de controle chaveada com
incertezas politopicas variantes no tempo, caso satisfeitas
as condigoes propostas (30a) e (30b), deve estabilizar o
sistema em malha fechada, garantir a positividade e a alo-
cagao dos autovalores na regiao circular especificada, com
funcao de chaveamento arbitraria e incertezas politopicas
variantes no tempo. A regido circular foi parametrizada
com centro (0, 0) e raio r = 0, 5.

Com respeito as condigdes propostas, (30a) e (30b) do
Lema 5, para a estabilizacao poliquadrética e positividade
do sistema (44), os vetores de parametros incertos varian-
tes no tempo foram definidos como a(k) = B(k) = ~(k)
1 Na Tabela 1 sdo apresentados os ntimeros de varidveis
escalares Ny e de linhas Nj de LMIs para o Lema 3 e
Lema 5 proposto nesse trabalho. E possivel notar que, em
termos dos resultados apresentados na Tabela 1, a tnica
diferenca entre os dois Lemas é com respeito ao nimero
de linhas, uma vez que o Lema 5, além da estabilizacao,
garante a alocagao de autovalores em uma regiao circular e
a positividade do sistema. Esse resultado é coerente pois,
embora seja baseado no Lema 3, o Lema 5 nao tem o
objetivo de diminuir a complexidade do Lema 3.

Tabela 1. Numero de varidveis escalares Ny e
de linhas Nj, de LMIs para o exemplo 1.

Lema 8  Lema 5
Ny 36 36
Ny, 73 89

Apés a solugdes do conjunto de LMIs em (30a) e (30b),

foram obtidas as seguintes matrizes de ganhos de reali-

mentacao de estados

K.\ — 10,1583  0,1537 Koo — 2,2850 —1,4794
= 1-11,8298 —1,3719 127 1-1,1963 0,2187

Ko — 0,9867 0,3313 Koo — 0,4262 0,1961
217 1-0,0185 —0,1219 227 10,1008 0,6800|°
(45)
I a(k) foi gerado utilizando a fungdo rand() do MATLAB, com a
seguinte restricio aia(k) = 1 — a11(k) e aga(k) = 1 — a1 (k).
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tal que os autovalores da matriz de estados em malha
fechada H;; = A;;+B;;K,; sao iguais a: {0,0099, 0, 2719}
para a matriz Hy1; {—0,0003, 0,1885} para a matriz Hjs;
{0,4229, 0,0015} para a matriz Hay; {0,2713, 0,0674}
para a matriz Hao.

A avaliagao da funcgao de controle chaveada com incertezas
politopicas variantes no tempo foi realizada considerando
a condigdo inicial igual a x(0) = [10 20]T. A evolucio
temporal da fungao de chaveamento arbitraria é mostrada
na Figura 2. A evolugdo temporal da fungdo de estados
¢ mostrado na Figura 3, em que é possivel notar que o
sistema linear chaveado com incertezas politopicas vari-
antes no tempo é positivo, ou seja, x(k) > 0 Vk € Z,
e Vn(k). Com respeito & estabilidade poliquadrética, na
Figura 4 é mostrada a evolugao temporal da FLCDP,
em que ¢ possivel notar que V(x(k),&(k),n(k)) > 0 e

V(x(k+1), £(k+1),n(k+1)) =V (x(k), £(k), n(k)) < 0 para
x(k) # 0, e V(x(k), &(k),n(k)) = 0 para x(k) = 0, Vk € Z
e Vn(k). Na Figura 5 sdo apresentados os autovalores
da matriz de estados chaveada com incertezas politopicas
variantes no tempo H(&(k),n(k)), sendo possivel notar
que os mesmos permanecem alocados na regido circular
parametrizada Vk € Z e ¥Yn(k).

2
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Figura 3. Evolucao temporal da fungao de estados.
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Figura 4. Evolucao temporal da FLCDP.
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Figura 5. Autovalores de H(&(k), n(k)).
4.2 Sistema 2

O sistema 2 é um sistema linear chaveado com dois modos,
em que cada modo é descrito por um politopo convexo
contendo dois vértices. As matrizes de cada vértice foram
definidas de forma arbitraria. Seja o seguinte o sistema
linear chaveado

0,700 0,200 0,600 T
0,300 0,400 0,200
10,201 0,100 —0,100]

A=

70,500 0,200 0,400 T
0,300 0,200 0,200
10,199 0,100 —0,300)

'0,800 0,200 0,700 1
0,300 0,500 0,200
0,201 0,100 —0, 100

A21 =

0,500 0,200 0,300
0,300 0,200 0,200
0,198 0,100 —0, 100

2,1 1,9
321_[1 BQQ_[ll.
1,1 0,9
(46)

Neste exemplo, o sistema (46) é ndo positivo e instavel.
Logo, a fungao de controle chaveada com incertezas poli-
tépicas variantes no tempo, caso satisfeitas as condigoes
propostas (30a) e (30b), deve estabilizar poliquadratica-
mente o sistema (46) em malha fechada, garantir a po-
sitividade e a alocacao dos autovalores na regiao circular
especificada, com fungdo de chaveamento arbitraria e in-
certezas politépicas variantes no tempo. A regido circular
foi parametrizada com centro (0, 0) e raio r = 0,45.

Agy =

1,9
1
0,9

B =
1,1

?

2,1

Com respeito as condigdes propostas, (30a) e (30b) do
Lema 5, para a estabilizacao poliquadrética e positividade
do sistema (44), os vetores de parametros incertos varian-
tes no tempo foram definidos como a(k) = (k) = v(k)
2. Na Tabela 2 sdo apresentados os niimeros de varidveis
escalares Ny e de linhas Ny de LMIs para o Lema 3 e
Lema 5 proposto nesse trabalho. E possivel notar que,
assim como para o exemplo 1, em termos dos resultados
apresentados na Tabela 2, a tnica diferenga entre os dois
Lemas é com respeito ao nimero de linhas, uma vez que
o Lema 5, além da estabilizagao, garante a alocacao de

2 a(k) foi gerado utilizando a fungio rand() do MATLAB, com a
seguinte restricio aia(k) = 1 — a11(k) e aga(k) = 1 — a1 (k).
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autovalores e a positividade do sistema. Assim como para
o exemplo 1, esse resultado é coerente pois, embora seja
baseado no Lema 3, o Lema 5 nao tem o objetivo de
diminuir a complexidade do Lema 3.

Tabela 2. Numero de varidveis escalares Ny e
de linhas Nj, de LMIs para o exemplo 2.

Lema 8 Lema 5
Ny 60 60
Ny, 109 145

Apés a soluges do conjunto de LMIs em (30a) e (30Db),
foram obtidas as seguintes matrizes de ganhos de reali-
mentacao de estados

Ky, =[-0,1794 —0,0881 0,0999]

Kis = [—0,2129 —0,0997 0, 3463]
(47)
Ko = [-0,1826 —0,0909 0,0913]

Koo = [~0,2109 —0,0988 0,1178],
tal que os autovalores da matriz de estados em malha
Hij = Aij +B”K” sao iguais a: {0, 3753, 0, 2689 0, 0007}
para a matriz Hyp; {0,2141, 0,0296, —0,0362} para a
matriz Hyo; {0,4462, 0,3799, 0,0001} para a matriz Hoy;
{0,1892, 0,0408, —0,0235} para a matriz Has.

A avaliagao da fungao de controle chaveada com incertezas
politépicas variantes no tempo foi realizada considerando
a condigdo inicial igual a x(0) = [8 8 8]T. A evolugio
temporal da fungao de chaveamento arbitraria é mostrada
na Figura 2. A evolucao temporal da funcdo de estados
é mostrada na Figura 6, em que é possivel notar que o
sistema linear chaveado com incertezas politopicas vari-
antes no tempo é positivo, ou seja, x(k) > 0 Vk € Z,
e Vn(k). Com respeito a estabilidade poliquadrética, na
Figura 7 é mostrada a evolugao temporal da FLCDP,

em que é possivel notar que V(x(k),&(k),n(k)) > 0 e

x(k) # 0, e V(x(k),&(k),n(k)) = 0 para x(k) =0, Vk € Z
e Vn(k). Na Figura 8 sao apresentados os autovalores
da matriz de estados chaveada com incertezas politopicas
variantes no tempo H(&(k),n(k)), sendo possivel notar
que os mesmos permanecem alocados na regido circular
parametrizada Vk € Z e ¥n(k).

1
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2
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Figura 6. Evolucao temporal da fungao de estados.
5. CONCLUSAO

Esse trabalho tem como objetivo apresentar condigoes via
FLCDP para a estabilizacao poliquadratica de sistemas
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Figura 7. Evolucao temporal da FLCDP.
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Figura 8. Autovalores de H(&(k), n(k)).

chaveados com incertezas politépicas variantes no tempo.
As incertezas politépicas variantes no tempo foram consi-
deradas na matriz de estados chaveada, matriz de entrada
chaveada e na matriz chaveada de ganhos de realimentacao
de estados. Foi utilizada uma funcao de chaveamento ar-
bitraria para avaliar a eficacia da sintese de controle para
estabilizar poliquadraticamente, garantir a positividade e a
alocacao de autovalores em uma regiao circular, centrada
no eixo real, do plano complexo. Os exemplos computa-
cionais comprovaram a eficicia das condigoes propostas,
avaliadas em dois sistemas exemplos que sao estdvel/nao
positivo e instdvel/ndo positivo. Para trabalhos futuros,
uma possivel nova contribuicao é estender a sintese de
controle considerando a alocacao de autovalores em mul-
tiplas regides parametrizadas em fungao de critério de
desempenho.
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