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Abstract: This work proposes a relaxation that results in better stability analysis and controller
synthesis for discrete-time Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy systems subject to partially matched
assumptions. This case, in which the controller and system have the same number of rules but
differ in the parameters, is a frequent case in control applications, which has a great practical
interest. The proposed approach is based on representing the error between two membership
functions (MFs) through a second-order polynomial. The conditions are proposed as convex
optimization procedures formulated as linear matrix inequalities (LMIs), guaranteeing efficient
numerical solutions. Two examples illustrate the proposal; where the first one compares the
proposed analysis condition with one found in the literature. The second example uses the
synthesis condition to guarantee the stability of the closed-loop system, and the T-S fuzzy
controller has membership functions different from the T-S fuzzy system. The results achieved
suggest the superiority of the proposed method.

Resumo: Este trabalho propoe uma relaxacao que leva a melhores resultados tanto na andlise
de estabilidade quanto na sintese de controladores para sistemas fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) a
tempo discreto sujeitos a premissas parcialmente combinadas. Esse caso, em que controlador e
sistema possuem o mesmo numero de regras, mas essas diferem entre si, trata um caso frequente
em aplicagoes de controle, possuindo grande interesse pratico. A abordagem proposta baseia-
se na representacdo do erro entre duas fungdes de pertinéncia (MFs, do inglés Membership
Functions) por meio de um polindémio de segunda ordem. As condigbes sdo propostas na forma
de procedimentos de otimizagao convexa formulados como desigualdades matriciais lineares
(LMIs, do inglés Linear Matriz Inequalities), garantindo solugbes numéricas eficientes. Dois
exemplos ilustram a proposta. No primeiro, a condi¢ao de anélise proposta é comparada com
uma encontrada na literatura. O segundo exemplo usa a condicao de sintese para garantir a
estabilidade do sistema em malha fechada, sendo que o controlador fuzzy T-S possui fungoes de
pertinéncia diferentes do sistema fuzzy T-S. Os resultados alcangados sugerem a superioridade
do método proposto.

Keywords: Discrete-time systems, partially matched premises, LMIs, Lyapunov function.

Palavras-chaves: Sistemas discretos no tempo, premissas parcialmente combinadas, LMIs,
fungao de Lyapunov.

1. INTRODUCAO

A modelagem fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) tem sido bas-
tante utilizada para lidar com sistemas nao lineares a
partir do desenvolvimento de condigoes de andlise esta-
bilidade e sintese de controladores (Lee and Joo, 2014;
Lee et al., 2011; Li et al., 2015; Sung et al., 2012; Zhang
et al., 2011). De maneira geral, um modelo fuzzy T-S
descreve um sistema nao linear por um conjunto de regras
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fuzzy SE-ENTAO conectadas pela MF. As MFs dependem
das variaveis de premissas, que podem ser dependentes
do tempo, dos estados ou das entradas do sistema. Uma
aplicagao do modelo fuzzy T-S é quando a MF depende de
estados, de modo que as varidveis de premissas sao alguns
ou todos os estados do sistema. Neste caso, tem-se um
sistema quasi-LPV (Guerra et al., 2009).

A maioria dos trabalhos publicados na literatura adota a
abordagem de premissas perfeitamente combinadas, o que
significa que tanto o modelo quanto o controlador assumem
a mesma funcédo de pertinéncia (Nguyen et al., 2020; Pala-
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nimuthu et al., 2022; Li and Tanaka, 2021; Chen et al.,
2021). No entanto, em situagoes reais é razodvel supor
que nao ha uma perfeita combinacao entre as MF do pro-
cesso e do respectivo controlador, principalmente devido
a diferenca entre o sistema real e modelo matematico nao
linear que o representa. Neste contexto, surgem estudos
envolvendo premissas parcialmente combinadas (PMP, do
inglés Partially Matched Premises) (Lam and Narimani,
2009) e premissas imperfeitamente combinadas (IMP, do
inglés Imperfectly Matched Premises) (Zhou et al., 2021),
veja mais detalhes em (Lam, 2018). No caso do PMP, o
ntimero de varidveis de premissas é o mesmo tanto para
o modelo quanto para o controlador fuzzy, porém essas
varidveis podem assumir valores diferentes. Assim, tem-se
MFs distintas com o mesmo niimero de regras. No caso
mais geral, IMP, tanto o nimero de varidveis quanto as
préprias variaveis de premissas se diferem, resultando em
MF's distintas com numeros de regras também diferentes.

Neste artigo, condigoes de andlise de estabilidade e sintese
de controladores fuzzy T-S que resultam em sistemas
de controle fuzzy T-S discretos no tempo com premissas
parcialmente combinadas sao propostas. Para lidar com a
diferenca entre as MFs do sistema e do controlador, a MF
do controlador fuzzy T-S foi reescrita como um polinémio
de grau dois em funcao da MF do modelo fuzzy T-S mais
um vetor auxiliar.

Essa abordagem difere das encontradas na literatura (Lee,
2018; Yang et al., 2019; Xie et al., 2020), pois utiliza o erro
maximo entre a MF do sistema e a MF do controlador,
tanto na andlise de estabilidade quanto na sintese de con-
troladores. Esse fato, além de novo, permite a regulagem
do erro, de modo que garanta a estabilidade assintética e
reduza o conservadorismo.

As novas condigoes convexas formuladas em termos de
LMIs foram desenvolvidas a partir de uma funcgao can-
didata de Lyapunov. Dois exemplos foram apresentados.
No primeiro, testou-se a condi¢ao de anélise, comparando-
a com resultados semelhantes encontrados na literatura,
mostrando que a condi¢ao de andlise proposta obtém me-
lhores resultados. De posse do modelo nao linear de um
sistema real que simula um péndulo-hélice, no tltimo, o
controlador fuzzy T-S foi projetado a partir da condigao de
sintese proposta. Esse controlador foi aplicado no modelo
nao linear, mostrando que os resultados encontrados tém
uma interface limitada com os sistemas praticos.

Na préxima secao, foi formulado o problema do qual trata
este artigo, apresentando a estrutura do modelo fuzzy
T-S e do controlador. Na Secao III, alguns resultados
preliminares foram apresentados a fim de apoiar os princi-
pais resultados apresentados na Segao IV. Dois exemplos
numéricos ilustram a eficicia da abordagem proposta e
estabelecem comparagoes com abordagens semelhantes na
literatura. A Secao VI contém as principais conclusoes
deste artigo.

Notagdo: Para um vetor x € R™ x > 0 significa que
todos os componentes de x, denotados por z;, sdo nao
negativos. Para duas matrizes simétricas quadradas reais,
Ae B, A > B significa que A— B tem autovalores maiores
que zero. AT denota a transposicio de A. He(A) significa
A+ AT. G(o,p) é a distribuicio normal, ou gaussiana,
com desvio padrao o e média u. R(—1, 1) representa um
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valor aleatério entre —1 e 1, com distribuig¢ao uniforme. O
simbolo * representa blocos simétricos. O conjunto [a, b] é
definido como um intervalo com valores reais e a < b.

2. DEFINICAO DO PROBLEMA

Considere um sistema nao linear discreto no tempo repre-
sentado por:

r(k+1) = f(z(k)u(k)), (1)
em que x(k) € R™ é o vetor de estado e u(k) € R"
é o vetor de entrada de controle do sistema. A funcao
f(G,) « R* x R"™ — R™ é Lipschitz e sem perda de
generalidade, a origem é o ponto de equilibrio do sistema,
ie., f(0,0) =0 =xz(k+1). Assumindo que o sistema nao
linear (1) pode ser representado por um modelo fuzzy T-S
como (Tanaka and Wang, 2001; Feng, 2009):
SE on(a(k) 6 Mj e .. o gul(e(k) 6 Mj,
ENTAO z(k+1) = Ajx(k) + Biu(k), i=1,..., N,
(2)
em que ¢y(z(k)), ¢ = 1,..., U sdo varidveis premissas escale-
res que, supostamente, dependem apenas dos estados, M}
sdo conjuntos fuzzy e N é o nimero de regras. As matrizes
A; € R"™™ ¢ B; € R"™™ gio conhecidas. A partir do
método de inferéncia fuzzy: fuzzificagao singleton, produto
de inferéncia fuzzy e defuzzificacdo média central (Feng,
2009); o sistema dindmico é descrito como

z(k+1) = Zwi(x(k)) {Aiz(k) + Biu(k)},  (3)

em que
N
Zwl(x(k‘)) =1, wi(z(k)) €[0,1], i =1,...,N, e

(4)
v
[To—1 par; (@e(z(F)))
wl(x(k)) = N T
2 g=1 o=y tazg (Pe(z(K)))
¢ a MF normalizada e ng(gbg(x(k))),j =1,....,N, éo
grau de pertinéncia correspondente ao conjunto fuzzy M;.
Note que, w;(x(k)) é uma fungdo nao linear de z(k). Foi
proposto, no presente artigo, a seguinte lei de controle:
SE  0y(x(k)k) ¢ O e - e Oy(x(k).k) é OF, 5)
ENTAO uw(k) = Kz(k), j=1,...,N,
em que Hg(x(k),k),Z = 1,...,V¥ sao varidveis premissas
escalares e O; sao conjuntos fuzzy. As matrizes K; € R"*™

sdo as matrizes de ganho da lei de controle. A saida inferida
do controlador fuzzy é dada por

N
u(k) = ij(w(k%k)ffﬂ(k% (6)
com ”
N
ij(l‘(k‘)J{/’) = 1) mj(x(k)>k) € [07 l]a .7 = 17' . 'an €

(7)
[Ty 1o; (Be(x(k) k)
STy o (Be( (k) k)

m (k) ) =

DOI: 10.20906/CBA2022/3293



Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XXIV Congresso Brasileiro de Automatica - CBA 2022, 16 a 19 de outubro de 2022

é a fungao de pertinéncia normalizada que é uma funcao
nao linear de (k) e pyi (0¢(x(k),k)), j =1,...,N é o grau
14

de pertinéncia correspondente ao conjunto fuzzy O;.

Note que as fungdes de pertinéncia do controlador fuzzy
T-S (5)—(6) e do modelo fuzzy T-S (2)—(3) sao calculadas
a partir de varidveis de premissas diferentes. Contudo,
elas contém o mesmo numero de termos. Dessa forma, as
funcoes de pertinéncia resultantes apresentam o mesmo
ntmero de regras, N, resultando em premissas parcial-
mente combinadas; para mais detalhes, veja (Lam, 2018).
Vale destacar que a méxima diferenca entre as fungoes de
pertinéncia é uma informacao importante para a determi-
nagao dos resultados principais deste trabalho, que serao
apresentados a diante. Diante disso, a Defini¢ao a seguir
apresenta como esse valor é obtido.

Definicao 1. A méaxima diferenca percentual entre as MF's
do controlador fuzzy T-S (5)—(6) e do modelo fuzzy T-S
(2)—(3) em relacao as MFs do modelo fuzzy T-S (w;(z(k)))
e seu complemento convexo (1 — w;(z(k))), para todos os
estados admissiveis ao longo do tempo, i.e., z(k) € R”
para todo k > 0, é dada por

— nax ax w;(xz(k)) — my(x(k).k)
‘- i=1,...,N ( wi(z(k)) )’
z(k) e R"

keN

mi(x(k)k) — w;(x(k))
i:III,lé.X.,N ( 1 — w;(z(k)) ) - (8
z(k) e R"

keN

Note que de (8) e da convexidade da MF w;, tem-se que
e € [0, 1]. Além disso, para e = 0, tem-se a Compensagao
Distribuida Paralela (PDC, do inglés Parallel Distributed
Compensation), em que m; = w;. Esse é o caso majoritario
encontrado na literatura, em que se assume o perfeito
conhecimento da funcao de pertinéncia do sistema, permi-
tindo seu uso no projeto do controlador fuzzy (Feng, 2006).
Quando e > 0, tem-se uma situagado mais realista em que
o conhecimento de w; nao é perfeito, havendo, portando,
uma diferenca entre a MF usada no controlador e no
sistema. O pior caso ocorre quando e = 1, significando que
os valores de w; e m; sao completamente independentes,
resultando na situagao mais conservadora.

Aplicando a lei de controle (5)—(6) em (2)—(3), obtém-se o
seguinte sistema fuzzy T-S de malha fechada:

N N
o(k+1) :Zwi(x(k))[Aﬁ-Bi 3 mj(x(k),k)f(j} (k).
i=1 j=1

(9)
Assim, diante de todo o exposto acima, sdo propostos os
seguintes problemas a serem tratados neste trabalho:

Problema 1. Dado o modelo fuzzy T-S (2)—(3) com a lei
de controle (5)-(6) e dada as matrizes, K;, j = 1,...,N,
e um erro absoluto méaximo entre as MFs do sistema e
os do controlador, verifique se o sistema fuzzy T-S em
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malha fechada (9) com premissas parcialmente combinadas
resultante é assintoticamente estavel.

Problema 2. Dado o modelo fuzzy T-S (2)—(3) e o erro ab-
soluto méaximo entre as MFs do sistema e o do controlador,
determine as matrizes K, j = 1,...,IN, tais que o sistema
de malha fechada fuzzy T-S (9) resultante com premissas
parcialmente combinadas é assintoticamente estavel.

3. RESULTADOS PRELIMINARES

Nossos principais resultados sao baseados na Teoria de
Lyapunov e na relaxacao das condigoes propostas em
(da Cunha et al., 2020) para tratar o erro entre a MFs do
modelo e controlador. Assumimos uma candidata a funcao
de Lyapunov, V(z(k)) : R" — R dada por V(z(k)) =

N
z ' (k) ZwiPix(kJ), em que
i=1

ao([lz(k)]) < V(z(k)) < oa((lz(R)]]), (10)
com matrizes definidas positivas P; = PiT e R™", ¢ =
1,...,Neaj(-), j =0,1, sdo fungoes de classe Koo ! . Al
disso, é necessdrio que (Vidyasagar, 1993):

ém

N
AV(z(k) =2 (k+1) Z w;Pjx(k+1)

=1

N
—aT (k)Y wiPa(k) < —az(|lz(R)ll), (11)
i=1

para todo xz(k) pertencente a trajetéria do sistema, com
i,j = 1,...,N e ao(||z(k)|]) uma fungao de classe K.
O seguinte resultado é usado no desenvolvimento das
contribuicoes deste trabalho.

Lema 1. Seja w € RN um vetor que satisfaz 30 w; = 1,
w; > 0. Entao

N N N 2
Zwizwi = (sz> (12)
i=1  i=1 i=1

Prova 1. Note que a expressao em (12) pode ser reescrita,
usando a convexidade do dominio, como

N N N N N 2
i=1 j=1 i=1 i=1 i=1
o que vale inclusive para i = j.

O Lema a seguir apresenta uma relaxagdo do que foi
baseado em (da Cunha et al., 2020, Lema 2), ao utilizar
uma fungao de segunda ordem na MF para relacionar as
MFs do controlador e sistema, para uma dada faixa de
diferencas entre essas fungoes, dada por e > 0.

Lema 2. Considere a méaxima diferenca entre as MFs do
controlador (5)—(6) e do modelo fuzzy T-S (2)—(3) dada
por e, como em (8). Entéo, existe uma funcao vetorial per-
tencente ao simplex unitério h(w(z(k)),m(z(k)k)) : RY x
RY — RY que permite escrever a MF do controlador,
m(z(k),k) como

N
e e
m; = w; — —W; — 5102 E w; + eh;,

. (13)

j=1

1 Uma fungdo 7 : [0, co] — [0, o] é de classe Koo se é estritamente
crescente, v(0) = 0 e y(s) — oo quando s —» oo.
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assegurando que m(z(k),k) pertence ao intervalo

wi(l—e) <m; <w;(1—e)+e. (14)

Ressaltamos que o Lema 2 usa uma relaxagéo de segunda
ordem em w;, devido ao produto wlz Como é
visto mais adiante, esse termo é explorado na anélise de
estabilidade e sintese de controladores para obtencao de
condigoes menos conservadoras.

=1 Wj-

Prova 2. Note que, por construgao, m; precisa, a cada
instante k, satisfazer (14) conforme a Defini¢ao 1. Assim,
o limite inferior pode ser obtido de (14) pode ser verificado
em (13) com auxilio do Lema 1 com h; = 0, enquanto que
o limite superior de (14) é satisfeito em (13) com h; = 1.
Portanto, para qualquer valor de m; na faixa dada em (14),
existe 0 < h; < 1 que satisfaz (13). Além disso, somando-
e (13) para i = 1,..., N, usando-se a convexidade de
w(z(k)) e m(xz(k),k) e o Lema 1, obtém-se

n

D U S (R oY
Zh = . =L =1, (15)

que demonstra a convexidade de h(k). i

Considerando o Lema 2, substituimos m,; em (9) pelo lado
direito de (13) e apds algumas manipulages algébricas
obtemos:

N N N N

Z Z Z Z ow;wjwehgAijeqr(k),

i=1 j=i =7 q=1

z(k+1) (16)

em que
1

Aijog = 5 {2(A; + A; + A¢) +2¢(B; + Bj + By K,

+ (1 — 6) (BZK] + BJKZ + B,LKg + B[KZ
JrBngJngKj)}, (17)

l,i=j5=1¢
eoc=<3,i=j#Loui#j =1 (18)
6,1 #j # L.

4. RESULTADOS PRINCIPAIS

As principais contribuigoes deste artigo sao dadas nos se-
guintes teoremas que fornecem solugoes para os problemas
le?2.

4.1 Condic¢do de andlise de estabilidade

Teorema 1. Considere o modelo fuzzy T-S (2)—(3) com
matrizes de ganho K;, i = 1,...,N, dadas e um escalar
e € [0, 1] que satisfaz a Defini¢ao 1. Suponha que existam
matrizes definidas positivas P; = PiT eR*™™ §=1,...,N
e matrizes F' € R"*" ¢ E € R™ "™ tais que as beguintes
LMIs sejam verificadas para ¢ = 1,. N j =1,...,N,

{=j4,....N,q=1,....Neo=1,.
P0+He{F} _F-Azﬂq_
Pi+Pj+PZ <0 (19)

* He{EAiqu} —
com Aj;j¢q dado em (17).

3

Entao, o sistema fuzzy T-S em malha fechada com pre-
missas parcialmente combinadas (9) é assintoticamente
estavel.
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Prova 3. Ao substituir (17) em (19), multiplicar por w,
wy, wgehq,esomarparaZ*l ...N, 73 =1,...,N,

{=4,....N,o=1,....N,q=1,. Ncomadadoem
(18), e considerando o  Lema 2, tem-se
AL A
e ] "
com,
N
Z [P +He{F}]
Zzwzmj{ F(A4+BE)+E| (1)
i=1 j=1
N
j=1

A pré e pés-multiplicacio de A por £ e &, respectivamente,
com & = [z(k+1)" :c(k)T]T, e usando-se o lado direito
de (9) substituido por z(k + 1), resulta em

N
AV =zT(k+1) Z woPox(k + 1)

o=1
N
T(k) > wiPa(k) <0,
i=1

Além disso, como as matrizes P;, para i = 1, ...,N,
sdo simétricas e positivas definidas, entdo (10) é verifi-
cado com ag(2(R)) = Amin(P)lls(k)]| e a(la(k)ll) =
Amax (Pi)||z(k)||, podendo-se considerar as(||z(k)]]) =
ellz(k)|| para e > 0 suficientemente pequeno assegurando-
e (11). Portanto, V(z(k)) é uma funcao de Lyapunov,
garantindo que o sistema fuzzy T-S em malha fechada
com premissas parcialmente combinadas (9) seja assinto-
ticamente estavel. a

(22)

4.2 Condicao de sintese

Teorema 2. Considere o modelo fuzzy T-S (2)—(3) e um
escalar e € [0, 1] que satisfaz a Deﬁm(;ao 1. Suponha que

existam matrizes definidas positivas P, = PT e Rnx",
i =1,...,N e matrizes I € R ¢ W € R™*" tais
que 0s seguintes LMIs sejam verificadas parai=1,...,N,
j=i4,....N,t=34,...N,g=1,....Neo=1,...,N:
po+F|+FT _-Az_yfq
N P + P + P <0 (23)
3

com

1 -

Aijea = 5 {2(A4i+ 4, + A) F + 2¢(B, + B, + B)W,
(1 — 6) (BZW] + BJWZ + BZWg + BgWZ

+B;W, + Bng)} . (24)

Entao, a lei de controle de (5)—(6) com ganhos de reali-
mentacao de estado dados por

K; = W;F~! (25)
assegura que a malha fechada com o modelo fuzzy T-S
(2)—(3) é assintoticamente estdvel.
Prova 4. Inicialmente, note que da factibilidade de (24),
tem-se assegurada a regularidade de F'. Assim, substituindo-
se W; por K;F em (23)-(24), pré- e pés-multiplicando-
se a desigualdade resultante por diag(F,F) e diag(F,F)"
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respectivamente, recuperam-se as condigoes do Teorema
lcom P, = F'1PFT i =1,..N, F = F1le
FE = 0, assegurando-se, portanto, a estabilidade assintética
da malha fechada sob condigoes de premissas parcialmente
combinadas. O

Observacgao 1. Ressaltamos que as condicoes de andlise de
estabilidade e de sintese de controladores fuzzy apresenta-
das nos Teoremas 1 e 2 recorrem ao Lema 2, permitindo um
tratamento direto do erro entre as funcoes de pertinéncia
do controlador e do sistema controlado, o que na litera-
tura é feito, em geral, de forma indireta. Essas condigoes
oferecem melhores resultados que a abordagem proposta
por da Cunha et al. (2020) (para o caso continuo tempo)
gracas ao Lema 2 que emprega uma funcao de segunda
ordem para modelar o erro entre as MFs.

5. EXEMPLOS

Na sequéncia, a abordagem proposta é aplicada em dois
exemplos. O primeiro deles permite comparar os resultados
alcancados com o Teorema 1 com a abordagem proposta
por Lam and Narimani (2009). O segundo exemplo usa
o Teorema 2 para projetar os ganhos de um controlador
fuzzy T-S de tempo discreto para garantir a estabilidade
do modelo nao linear de um sistema péndulo-hélice. Nos
dois casos, os sistemas fuzzy T-S e os controladores fuzzy
T-S nao compartilham as mesmas MFs, o que invalida a
aplicagdo de técnicas como as propostas em (Peng et al.,
2018).

5.1 Exemplo 1

Considere um sistema nao linear modelado pela represen-
tagdo fuzzy T-S com duas regras (N = 2):
SE (k) is M7, (26)
ENTAO z(k+1) = A;z(k) + Biu(k),

em que

2 1 o -1
A = [0,1 0,5]  Ag = [0,1 0,25} )

.

com 1l <a<4e08 <b< 18 Os ganhos em malha
fechada, K;,i = 1,2, foram determinados de tal forma que
os polos de A;+ B; K; estejam localizados em 0,5 (condigao
apenas necessaria para a estabilidade da malha fechada).
O objetivo deste exemplo é avaliar as condigOes propostas
no Teorema 1 e em (Lam and Narimani, 2009, Theorem
3), verificando a regido de valores de (a,b) para a qual a
malha fechada é certificada como estavel. Quanto maior
a regido certificada, melhor (ou menos conservadora) é a
condigao.

O sistema fuzzy T-S e o controlador fuzzy T-S nao com-
partilham as MFs, que sao dadas por:
) cos(x1(k))?

(1 -
k) =
" 14 el=25m (M E+5E))]

wa(z(k)) = 1—wy (z(k)), m1 (z(k),k) = 0,7144G(0,38, 0,38)+
0,05 e ma(x(k),k) = 1 — my(x(k),k) com zi(k) €

. . —4 5
(sin(z1(k))+1) sin (\zl(k)| )
40(1+el=10021 (M3 (=21 (R))])

w (x

)
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[-7/2 7/2]. Neste exemplo, assumimos e = 0,16 e usa-
mos o Lema 2 que permite escrever a MF do controlador
em termos de w; de acordo com (13) para algum vetor
h(k) € R? pertencente ao simplex unitario. Note que nio
é necessario determinar esse vetor, mas apenas assegurar
sua existéncia, o que é feito pelo Lema 2.

Na Figura 1, as linhas pontilhadas azuis ilustram a faixa
toleravel de excursionamento de m;, indicadas pelas linhas
continuas vermelhas, para e = 0,16 e as expressoes de w;
dadas acima, que sao indicadas nessa figura pelas linhas
continuas pretas. Nota-se que a condigao (14) é satisfeita
para todos os valores de x;. Se factiveis, as condicoes de
analise do Teorema 1 asseguram que qualquer MF m; que
excursione na faixa w;(1 —e) a w;(1 — e) + e resultam em
uma malha fechada estavel.

Grau de Pertinéncia

Grau de Pertinéncia

Figura 1. Fungoes de pertinéncia m; (—), w; (—) e os limites
estabelecidos no Lema 2 (14) (--), para e = 0,16.

A comparacdo entre os desempenhos das condigoes do
Teorema 1 e (Lam and Narimani, 2009, Lema 3) para
este exemplo pode ser vista na Figura 2, na qual foi feito
um grid nos valores do par (a,b) e verificou-se para cada
ponto se o sistema fuzzy em malha fechada é estavel.
Os pontos marcados com “o” foram validados usando as
condig¢oes do Teorema 1 enquanto os pontos marcados com
“” foram certificados usando (Lam and Narimani, 2009,
Lema 3). A condicao de andlise proposta neste trabalho
alcanca uma quantidade de pontos factiveis 15,3% maior
do que a condigao proposta por Lam and Narimani (2009),
ilustrando seu menor conservadorismo.

5.2 Exzemplo 2

Seja o sistema péndulo-hélice representado na Figura 3.

Nesse sistema, a posi¢ao angular do péndulo é medida por
um potenciometro instalado na articulagao péndulo com a
estrutura fixa. Utilizando a segunda lei de Newton aplicada
ao movimento rotacional, pode-se modelar a dinamica
desse sistema por

JO = Foly, — (Pl + Pply)sin(0) — pf,  (27)
em que, J = 0,001kg-m? é o momento de inércia, ¢,, =
0,575m é a distancia entre o potencidémetro e o motor,
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Figura 2. Regiao de estabilidade certificada pelo (Lam and
Narimani, 2009, Teorema 3) (-) e pelo Teorema 1 com
e =10,16 (o).

Figura 3. Representacao do sistema péndulo-hélice.

l, = 0,275m é a distancia entre o potencidbmetro e o
centro de massa do péndulo, P, = 0,0218kgf é o peso
do motor, P, = 0,002kgf é o peso do péndulo e u =
0,00108 kgf/(m/s) é o coeficiente de amortecimento.

Para projetar os controladores digitais para esse sistema,
foi seguida a abordagem usada por Lopes et al. (2020), que
emprega a discretizagao de Euler. Foi selecionado o periodo
de amostragem de 0,02s. Em seguida, foi determinado o
modelo fuzzy T-S (2) de duas regras (N = 2) que descreve
o sistema discreto para x1 = 60 € [0 7/2], em que

A [09983 0,0198] [ 09987 0,02
1= 10,165 0,977 | * “*2 = |-0,1297 0,9959]

Bi= By=[0764" eas MFs:

sin(z1) — 224 x1 — sin(z)
W =-———5 > W2=——""35
1-— ;1‘1 1-— ;331

para sin(z1) # 0 e, caso contrdrio, w; = 1 e wy = 0. Neste
exemplo, usaremos trés funcoes de pertinéncia diferentes
para o controlador, m§(z(k),k), k € {1, 2, 3}, dadas por
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_2
ml (@ (k) k) = 0,5 (Sm(fi)%f“ + 0,5) F02R(~1, 1),
9 sin(zq) — 21 .
mi(z(k),k) = 0,5 —— +0,5 | +0,2sin(0,8%),
sin(z1) — 224
md(a(h ) = T

com mf(x(k),k) = 1—m¥(z(k),k), k € {1, 2, 3}. Portanto,
apenas as MF m; coincidem com as do modelo do sistema.
Além disso, as MF m} e m? assumem valores diferentes
para um mesmo valor de x1(k), Usando o Teorema 2
para projetar um controlador fuzzy estabilizante para esse

sistema com e = 0,5, obtemos:
Ky = [-0,9753 —0,1301] e K, = [-0,0787 —0,2519].

Com esses ganhos, o sistema fuzzy T-S em malha fe-
chada com premissas parcialmente combinadas resultante
foi simulado. As trajetérias dos estados sdao mostradas
na Figura 4, em que as linhas vermelhas, azuis e pretas
representam os estados cujos controladores possuem as
MFs, ml(z(k),k), m?(z(k),k) e m3(z(k),k), respectiva-
mente. Nota-se que em todos os casos as trajetorias dos

estados resultantes convergem para a origem.

X, (rad)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tempo (s)

o
T

X, (rad/s)

6 I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tempo (s)

Figura 4. Trajetérias de estado dos sistemas de controle
resultantes, usando m} (z(k),k) (), m2(z(k),k) (-) e

K2

A figura 5 mostra as MFs do controlador fuzzy T-S ao
longo do tempo, em que as linhas vermelhas, azuis e
pretas representam m} (z(k),k), m?(z(k),k) e m3(z(k),k),
respectivamente. As linhas pontilhadas verdes representam
os limites da faixa em que as MFs do controlador podem

variar para e = 0,5.
6. CONCLUSAO

Neste artigo, apresentam-se novas condigoes convexas for-
muladas em termos de LMIs, para a) andlise de estabi-
lidade de sistemas fuzzy T-S com controladores fuzzy T-
S de tempo discreto e b) sintese de controladores fuzzy
T-S de tempo discreto, assumindo premissa parcialmente
combinada em ambos os casos. As condigoes propostas fo-
ram baseadas em uma fungao de Lyapunov dependente de
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Figura 5. As MFs do controlador fuzzy T-S, m}(z(k),k) (-

3

), m2(x(k),k) (=) e m3(x(k),k) (), parai = 1 e 2 e os

limites estabelecidos no Lema 2 (14) (--), para e = 0,5.

parametros. O ponto central nos resultados apresentados
é o Lema 2, em que foi proposta com uma metodologia
de representar a MF do controlador em funcao da MF
do sistema usando uma aproximacao de segunda ordem.
A abordagem proposta permite o tratamento explicito
do erro entre as MF do sistema e do controlador. Dois
exemplos sdo apresentados, sendo um para comparar com
um resultado ja consagrado na literatura e outro exem-
plo ilustra a aplicagdo em um modelo motivado por um
processo fisico.
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