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Abstract: This paper proposes the control design and analysis for a multivariable Gradient-
based stochastic extremum seeking under delays. Multi-input systems with output delay and
time delays in the input channels are dealt with. The phase compensation of the stochastic
dither signals and a new predictor based on the estimate of the unknown Hessian are presented
and incorporated in the closed-loop, allowing to achieve exponential stability and convergence
to a small neighborhood of the unknown extremum point. This result is rigorously reached by
using backstepping transformation and averaging in infinite dimensions. A numerical example
is shown to illustrate the effectiveness of the proposed predictor-based stochastic extremum
seeking for time-delay compensation.

Resumo: Neste artigo, é proposto o projeto e andlise do controlador extremal multivaridvel
estocastico baseado no método Gradiente na presenca de atrasos. Sao tratados sistemas de
miultiplas entradas com atrasos nos canais de entrada e atraso de saida. A compensacao de fase
dos sinais de perturbacao estocdsticos e um novo preditor baseado na estimativa da Hessiana
desconhecida sao apresentados e incorporados ao sistema em malha fechada, garantindo a
estabilidade exponencial e a convergéncia a uma pequena vizinhanca do ponto de extremo.
Este resultado é rigorosamente alcangado utilizando a transformacao backstepping e a teoria da
média em dimensoes infinitas. Um exemplo numérico ilustra o desempenho do controle extremal

estocastico para compensacao de atrasos.
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1. INTRODUCAO

O controle extremal (Extremum Seeking Control — ESC)
pode ser definido como um método adaptativo de otimi-
zacao em tempo real, independente do modelo (Krstic e
Wang, 2000) e que visa determinar o ponto extremo de
um mapeamento nao-linear (Krstic, 2009) apresentando
um minimo ou maximo no problema de controle.

Apesar de existir um ntmero extenso de trabalhos e arti-
gos recentes abordando o controle extremal com avancos
tedricos e aplicagoes (Krstic, 2014; Adetola e Guay, 2007;
Ghaffari et al., 2012; Oliveira et al., 2011; Krstic e Wang,
2000; Guay e Zhang, 2003; Ferreira et al., 2020; Aminde
et al., 2019; Dibo, 2019; Aminde et al., 2020), ndo existem
na literatura trabalhos que examinem rigorosamente o
problema de ESC multivaridvel estocédstico (Liu e Krstic,
2012) baseado no algoritmo do tipo Gradiente com inser-
cao de atraso de saida e atrasos nos canais de entrada
(Oliveira et al., 2017; Holness et al., 2019).
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Além disso, vale comentar que as principais vantagens
do controlador extremal estocastico sobre o controlador
extremal deterministico (com sinais de excitacao determi-
nisticos) sdo a possibilidade de se escapar dos extremos
locais, bem como a garantia de uma taxa de convergéncia
mais rdpida (Liu e Krstic, 2012). O ESC est4 relacionado
com uma boa taxa de convergéncia, enquanto os atrasos,
quando sao inseridos no sistema em malha fechada e sim-
plesmente ignorados, restringem severamente a taxa de
convergeéncia do sistema como um todo ou levam o mesmo
a instabilidade, uma vez que, da literatura, sabe-se que
o controle extremal nao é robusto a presenca de atrasos
(Oliveira et al., 2017).

Em (Oliveira et al., 2015), propoe-se uma solugdo para
o controle extremal multivaridvel com atrasos iguais na
entrada de um mapeamento quadrético via realimentagao
por preditor (Oliveira et al., 2020), com a apresentacao de
duas abordagens para construgao do preditor através de es-
timativas do modelo baseadas em perturbagoes. A primeira
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Figura 1. Diagrama de blocos do esquema basico de predicdo para compensacao de atrasos de entrada e saida no
mapeamento Q(6). Os sinais (vetores) G e H sdo o gradiente e a Hessiana estimados, respectivamente.

baseia-se no método do Gradiente para a otimizacao, cuja
estimativa da Hessiana (Ghaffari et al., 2012) é feita com
a finalidade de implementar um preditor que compense
os efeitos dos atrasos. A segunda se baseia no algoritmo
de Newton (Oliveira e Krstic, 2015), cuja estimativa da
inversa da Hessiana é realizada com o intuito de se obter
uma taxa de convergéncia independente dos parametros
desconhecidos do mapeamento.

Em (Oliveira et al., 2017), o resultado estende-se para
atrasos multiplos e distintos aplicados na entrada, tanto
para o algoritmo do Gradiente quanto para o algoritmo de
Newton, acarretando em um projeto de preditor complexo,
com analise de estabilidade realizada através de sucessivas
transformagoes backstepping e aplicando-se a teoria da
média em dimensoes infinitas (Hale e Lunel, 1990; Lehman,
2002). Por outro lado, Silva e Oliveira (2021) apresentam
um esquema alternativo de controle extremal baseado
no método do Gradiente multivariavel estocdstico com
multiplos e distintos atrasos nos canais de entrada, que
nao exige a transformagao backstepping.

Neste trabalho, propoe-se uma solugao para o problema
aberto de controle extremal estocdstico na presenga de
atraso de saida e atrasos de entrada, empregando o al-
goritmo multivaridvel do tipo Gradiente (Krstic, 2014;
Ghaffari et al., 2012) fundamentado na proposta de re-
alimentacgao por preditor com a estimativa da Hessiana,
bem como a andlise de estabilidade, que sdo alcangadas
via transformagao backstepping (Krstic, 2009) e a teoria da
média em dimensoes infinitas (Hale e Lunel, 1990; Lehman,
2002).

A vantagem de se usar a abordagem backstepping é a
possibilidade de mostrar que o subsistema de Equacgoes
Diferenciais Parciais (EDPs) de transporte que representa
os atrasos é estdvel em tempo finito com entrada nula (e o
subsistema restante tem alguma propriedade ISS — Input-
to-State Stability). Essa abordagem, portanto, nao limita a
taxa e o tipo de convergéncia exponencial do subsistema da
EDP, como é feito em (Silva e Oliveira, 2021). Basicamente
a transformagao backstepping pode converter o subsistema
em malha fechada da EDP em uma EDP que é estavel em
tempo finito. Assim, a alocacao finita do espectro continua
preservada.
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Notagao: As derivadas parciais de u(z,t) sdo denotadas
por uz(z,t) e uz(x,t) ou, ocasionalmente, por dtig, (2, 1)
e Opugy(x,t), para se referir ao operador do sinal médio
Ugw(x,t). Admitindo-se um sistema nao linear genérico
& = f(t,x,€), onde z € R", f(t,z,€) é periddico com pe-
riodo T, isto é, f(t+ T, x,€) = f(t,x,¢€), entdo, para € > 0
suficientemente pequeno, é possivel obter o modelo médio
dado por & = fou(Tav), com fay = F [ F(T, 20, 0)dr,
onde x4, (t) denota a versao média do estado z(¢) (Khalil,
2002). Conforme definido em (Khalil, 2002), uma funcao
vetorial f(¢,e) € R™ é dita de ordem O(e) dentro do inter-
valo [t1, 2] se existem constantes positivas k e €* tais que
|f(t,e)| < ke, Ve € [0,€*] e V¢t € [t1,t2]. Por vezes, estima-
tivas para as constantes k e €* serao fornecidas, podendo-
se quantificar a correspondente aproximacao O(e). Caso
contrério, O(e) serd satisfeito sendo uma ordem da relagao
de magnitude valida para e suficientemente pequeno.

2. BUSCA EXTREMAL COM ATRASOS

O ESC multivaridvel apresenta aplicagdo na qual o ob-
jetivo é maximizar ou minimizar a saida y € R de um
mapeamento estatico nao-linear y = Q(f) desconhecido
através da variagdo em tempo-real do vetor de entrada
0 = [0, 6 0,]. Neste caso, considera-se o atraso
D > 0 constante e conhecido no caminho de atuacao ou
no sistema de medigao, tal que a saida medida é dada por:

y(t) = Q(O(t — D)). (1)

Os resultados encontrados neste artigo podem ser direta-
mente estendidos ao caso de entrada atrasada, uma vez
que qualquer atraso de entrada pode ser direcionado para
a saida do mapeamento estatico. O caso no qual os atrasos
de entrada D;,, e de saida D,,; ocorrem simultaneamente
também pode ser tratado assumindo-se que o atraso total a
ser neutralizado seja D = Dy, + Doy, com Dy, Doyy > 0.
Em particular, o atraso D;,, precisa ser o mesmo para todos
os canais de entrada do vetor § € R*.

Sem perda de generalidade, assume-se o problema de busca
pelo maximo de tal forma que o valor de # que maximiza
y € denotado por 6*. Por simplicidade, considera-se que o
mapeamento nao-linear quadrdtico é da forma:

YO =y + 50— HE-6), (@)
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cujo ponto de extremo é y* € Re H = HT < 0 é a matriz
Hessiana desconhecida n x n do mapeamento estatico.

Seja 6 a estimativa de 6* e
o(t) = o(t) — 0" (3)
o erro de estimativa. Da Figura 1, obtém-se

G(t) = M(n(t)y(t) , 6(t) =6(t)+S(n(t)),  (4)

O propésito do ESC é estimar 6* a partir da saida y.
Para isso, definem-se os sinais de perturbagao senoidais
(chamados de dither) S(n(t)) e M(n(t)) € R™ como:

T
S(n(t)) = [alsenm(t)) ansenmn(t))] .6

MO(0) = | Zsentm(0) . Zsentn(®)] . )

n

com amplitudes a;, i = 1,2,...,n. O subscrito i indica a
i-ésima entrada do vetor 7;(t). Os elementos do vetor de
perturbacgdo gaussiana estocdstica n(t) sdo sequenciais e
mutuamente independentes, de tal maneira que E{n(t)} =
0.E(m2(t)} = o? e E{n(t) n;(t)} = 0, Vi # j, com E{-}
indicando o valor esperado do sinal. Também, assume-
se que a funcdo densidade de probabilidade do vetor de
perturbacao é simétrica em torno da média.

Perturbagoes senoidais estocédsticas sao empregadas via
processo de movimento browniano padrao W, (também
conhecido como processo de Wiener) sobre o limite de
um circulo (Liu e Krstic, 2012; Mills e Krstic, 2018).
Para satisfazer a propriedade de Markov, nao ha diferenca
em predigoes futuras baseadas apenas no estado atual do
processo. Desse modo, refere-se ao processo de Markov
como um processo estocastico, que satisfaz a propriedade
de Markov com respeito a sua filtragem natural. O sinal
de entrada é construido da seguinte maneira:

0(t) = 0(t) + S(n(t)), (7)
no qual 0 representa a estimativa de 6* e
ni(t) = wr (1 + sen(Wy,)) (8)

representa um processo de Markov homogeneamente ergé-
dico com frequéncia w nao-nula. Os termos W, denotam
diferentes processos de Wiener mutuamente independentes
para cada canal e w > 0. Utilizando-se a escala de tempo
7 = wt e o célculo estocdstico baseado em Ito (Liu e Krstic,
2012), obtém-se:

dn; = —gsen(WTi)dT + meos(WH)dWE. 9)

2.1 Analise da Média sem Compensag¢do por Preditor

Se a lei de realimentagdo U = KG(t) do controle extremal
baseado no algoritmo Gradiente classico for aplicada,
pode-se reescrever § = § = KG(t), onde K > 0 é uma
matriz diagonal n X n positiva. A partir das equagoes (1)
e (4), o sistema em malha fechada pode ser reescrito da
seguinte maneira:

0 = KMn(t)Q(6" + S(n(t) + 6(t— D)), (10)
no parametro da variavel de erro (3). Para o caso do ma-

peamento quadratico nado linear (2), a partir de (Oliveira
et al., 2017; Ghaffari et al., 2012) considera-se I como:
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1

Wi

II = 27 x LOM { } Vie{l,2, ..n}, (11)

onde LCM representa o minimo multiplo comum e, usando
as seguintes identidades:

I
% = /0 M(0)Q*do =0, (12)

1 MM ~ ~ ~
ﬁ/ DG4 5())"H@ + S(0)ydo = HO,  (13)
0
da equagédo (10), obtém-se:
df .
i KHOq,(t — D) (14)
com um equilibrio 6%, = 0 do sistema médio nao ne-

cessariamente estdvel para valores arbitrarios de atraso
D, o que reforca a necessidade de empregar a predigao
U(t) = KG(t + D), Yt > 0 para estabilizar o sistema.

2.2 Realimentacgao por Preditor com Estimativa da Hessiana

A ideia do preditor (Oliveira et al., 2015) consiste em
compensar o atraso pela realimentacao do estado futuro
G(t+ D) ou Guy(t + D) no sistema médio equivalente. A
versao média do sinal (4) é dada por:

Gaw = Hl4y(t — D), (15)
gerado pelo seguinte sistema médio:
Bav(t — D) = Uy (t = D), (16)
desde que .
6(t — D) =U(t— D), (17)
com U € R" e U,, € R™. Resultando em:
Gaw = HUyy(t — D). (18)

Considere a matriz diagonal K > 0 como o ganho de
estabilizagdo para o sistema nao atrasado, deseja-se ter
uma lei de controle da seguinte maneira

Uao(t) = KGuo(t + D), Yt >0, (19)
0o que parece ser nao implementavel, pois exige valores
futuros do estado. No entanto, aplicando a férmula da
variacdo das constantes para (15), expressa-se o estado
futuro como:

Gaw(t+ D) = Gop(t)+ H / Uqav(0)do, (20)
t—D

que fornece o estado futuro Gg,(t + D) em termos do
sinal de controle médio U,,(c) da janela causal de tempo
[t — D,t]. Isso produz (vide Figura 1) a seguinte lei de
realimentagcao:

Uav(t)zK[Gav(t)JrH /t Uav(a)da]. (21)
t—D

Portanto, a partir de (20) e (21), a lei de realimentacao
média (19) pode ser obtida realmente como desejada.
Consequentemente,

Oun(t) = KGqy(t + D), Vit > 0. (22)
Dessa maneira, a partir de (15), chega-se a:
0o (t .
dt( ) _ KHB,1), V> D, (23)
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com um equilibrio 85, = 0 exponencialmente atrativo, uma
vez que K H < 0 no projeto de controle. Ou seja, o sistema
atua como se o atraso estivesse ausente apds D segundos.

Na préxima secao, mostra-se que os objetivos de controle
podem ainda ser alcancados se uma modificacdo simples,
que utiliza um filtro passa-baixas, é aplicada ao controla-
dor baseado em preditor. Neste caso, propoe-se a seguinte
versao filtrada do preditor de dimens@o infinita para a
compensagao do atraso (Krstic, 2008):

t

K |G + i@ / Urydr| S, ()
t—D

c
s+ c

U(t) =

onde K > 0 e ¢ > 0 é suficientemente grande. A versao
média do sinal (19) é um sinal filtrado de (16). Esta
filtragem passa-baixas é particularmente necessaria na
andalise de estabilidade quando o teorema da média em
dimensoes infinitas (Hale e Lunel, 1990; Lehman, 2002)
é invocado, ja que nao existem resultados de teorema
da média para sistemas com atrasos na saida/entrada.
Dessa maneira, manipula-se matematicamente o sistema,
inserindo o filtro e transformando atrasos de saida em
atrasos distribuidos no estado, assim como a varidvel de
controle U(t) passa a ser vista como uma varidvel de
estado do sistema em malha fechada. Note que na equacao
(24), utiliza-se uma notagéo mista tempo-frequéncia com o
dominio do tempo representado pela varidvel ¢ e o dominio
da transformada de Laplace pela varidvel s.

A realimentacao do preditor (24) é em dimensao infinita
porque a integral envolve o histérico de controle ao longo
do intervalo [t — D,t]. Por outro lado, é baseado em
média (baseado em perturbagdo) porque H é atualizado
de acordo com a estimativa da Hessiana H desconhecida:

H(t) = N(n(t)y(), (25)
satisfazendo a seguinte propriedade da média
|
1
ﬁ/N(a)ydU =H, II=2r/w, (26)
0

demonstrada em (Ghaffari et al., 2012) se um mapeamento
quadrético nao-linear como em (2) é considerado. Assim

sendo, a versio média de H(t) é dada por Hao(t) =
(NY)aw(t) = H € Gay(t) = Hbyy.

Os elementos da matriz n x n de demodulagao de N (n(t))
para a geragao da estimativa da Hessiana sao dados por:

ig(senz(m(t)) - ;) i=)
Ny =4 9 (27)
sen (i (6))sen(n; (1), 1 # J.

a;Q;
3. ANALISE DE ESTABILIDADE

O Teorema 1, a seguir, sintetiza as propriedades de esta-
bilidade/convergéncia do sistema realimentado em malha
fechada. Os operadores E{-} e P{-} denotam, respectiva-
mente, o valor esperado e a probabilidade dos sinais.

Teorema 1 Considere o sistema em malha fechada da
Figura 1 com atrasos iguais na entrada e um mapeamento
nao-linear localmente quadrético (2). Existe ¢* > 0 tal que,
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Ve > ¢*, 3 w*(c) de maneira tal que, V w > w*, o sistema
atrasado em malha fechada (17) e (24), com G(t) em (4),
H(t) em (25), e 0 estado O(t—D), U(7), ¥ € [t—D, t], tem
uma tUnica solu¢ao periédica exponencialmente estavel em
t de perfodo II = 27 /w, denotada por (¢t — D), U(7),
V1 € [t — D, t], satisfazendo, Vt > 0:

E {Ién(t - D) + U (1))

t , 1/2
+/ 0" ()] dr} <O(1/w). (28)

Além disso,

(1/15)11401) {tlggo sup |0(t) — 6 \} =0(a+1/w),

. . % _ 2 2
Jim P i suply(r) v |} = 0 +1/6%), - (30)

(29)

can]”

sendo que a = [al, as, ...

A prova é apresentada nas Segoes 3.1 a 3.8, a seguir.
8.1 Sistema Médio EDO-EDP

De acordo com Krstic (2009), o atraso em (17) pode ser
representado empregando uma EDP de transporte como

(31)

0(t — D) = u(0,1t) ,

Owu(x,t) = Opu(z,t), =z €10,D], (32)
u(D,t) =U(t), (33)

onde a solugéo de (32)-(33) é
u(z,t)=U(t+z— D), (34)

no qual ¢t é o tempo, D é o atraso e x o estado que permite
a representagao do sistema de EDO (Equacoes Diferenciais
Ordindrias)-EDP acima.

3.2 Sistema em Malha Fechada

Primeiro, conecta-se (3) e (4) em (2). Entao, a saida é dada
da seguinte maneira:
1, - ~
y(t) = y"+5 (0t=D)+5(t— D))" H(0(t—D)+5(t - D)).
(35)

Conectando (4) e (25) em (24) e representando o inte-
grando em (24) por meio da EDP de transporte, encontra-
se:

D
U = —— K|+ 1 / u(o, t)da] o (36)
0
G(t) = ~sen(n(t — D))y(t), (37)
(1) =~ cos(2n(t)y(0) (39)

Finalmente, substituindo (36) em (33), pode-se reescrever
(31)-(33) como:

6(t — D) = u(0,t) ,
Owu(z,t) = 0y u(z,t), x€]0,D],
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c
s+ c

K

u(D,t) =

G(t)—i—fi/u(a,t)da} . (41)

com solucao

Ugy (2, 1) = Ugy(t +2 — D) . (42)

3.3 Modelo Médio do Sistema em Malha Fechada

De maneira semelhante ao célculo realizado em (Ghaffari
et al., 2012), as duas seguintes propriedades de média
podem ser obtidas caso um mapeamento quadrdtico como
em (36) seja considerado:

1
1 .
= / M(\)yd\ = Ho(t — D) (43)
0
e
I D
%/N(A)yﬂd/\ = H/u(w(cr, t)do, (44)
0 0
D -
onde u(t) = [wu(o,t)do, enquanto que O4,(t — D) e
0

Uqy (0, 1) indicam as versdes médias de 0(t — D) e u(o, 1),
respectivamente.

Agora, denotando-se

() =0(t — D)
e usando (24), a versdo média do sistema (31)-(33) é
'gav (t) = uav(oa t),
% Uav(xat) )

(45)

(46)

Otigy (T, 1) x €[0,D], (47)

D
%UGU(D,t) = —Cugy(D,t)+cKH l@av(t)—l—/uav(a, t)da]
0

(48)
onde o filtro ¢/s 4 ¢ também foi representado na forma de
espaco de estado.

8.4 Transformagao Backstepping, sua Inversa e o Sistema
Alvo

Considera-se a seguinte transformac@o backstepping de

dimensao infinita do estado atrasado
xT

w(z, t) = tgy(z,t) — KH &M(t)+/um(a,t)da ,

0
(49)
que mapeia o sistema linearizado (39)-(41) em
Dao(t) = KHD gy (t) + w(0,1) 50
Opw(x,t) = 0, w(z,t), x€][0,D], 51

(50)
(51)

Optigy (D, t) = —cw(D,t) . (52)
Note que (50) é ISS com respeito a w(0,t) e que (51)-(52)
é estavel em tempo finito & medida que ¢ — +oo, isto é,
w(D,t) — 0.

Empregando (31), deriva-se parcialmente o estado trans-
formado w(z,t) em (49) em relacdo ao tempo t e considera-
se x = D tal que

duw(D,t) = Syuan(D, 1) — K Hugo(D,t).  (53)
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Além disso, considere a transformagao inversa de (49)

Uan(T,t) = w(z, t)+KH eKqugav—&—/ eKH@=) (g, t)da].

° (54
Substituindo-se (52) e (54) em (53):
Oyw(D,t) = —cw(D,t) — KHw(D,t)
D
—(KH)? [eKHDﬁav(t) + /eKH(D_”)w(U, t)da‘| . (55)
0

8.5 Funcional de Lyapunov

Dado o seguinte funcional de Lyapunov
V(t) = Van(t)" Plan(t) + 5/ (1 + 2)w(z, )T (w, z)dx
0

+ Ju(D,H)Tw(D,T),

onde P = PT > 0 ¢ a solucdo da equacdo de Lyapunov
P(KH)+ (KH)'P=-Q, (56)

para @ = QT > 0, e o parametro a > 0 é escolhido da

seguinte forma:

)\m(lIP2

onde Ain € Amar S0 autovalores minimos e maximos das

matrizes correspondentes. Mostra-se que

a=4 (57)

V(t) < —pV(t) (58)
para algum g > 0 apropriado. Portanto, O sistema em
malha fechada é exponencialmente estavel no sentido de
norma completa do estado:

D
\5av(t)\2 +w(D,t)Tw(D,t) + [ w(z,t)Tw(z,t)dx ,
0 59)

i.e., na varidvel transformada (94, w).
3.6 FEstabilidade Exponencial do Sistema Médio

Para obter a estabilidade exponencial no sentido de norma,

D
Gan(B)]2 + 12, (D, ) + / w2 (z,)dz . (60)
0
precisa-se demonstrar que
aU(t) < V(1) < ap (1),

para aq e ag sendo nimeros positivos apropriados e
t

U(t) = |Gt — D) + U2, (1) + / (Uao())%dr. (62)
t—D

(61)

Isso é realizado utilizando uma abordagem similar aquela

em (Krstic, 2009, Theorem 1). Assim, obtém-se:
(t) < e (0), (63)
1

que completa a prova da estabilidade exponencial para o

sistema médio nas varidveis originais (64, (t— D), Ugy (2, 1)).
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3.7 Invocando o Teorema da Média

Reescrevendo as equagoes (17) e (24), o sistema em malha
fechada é obtido como:

d(t— D)= U(t— D), (64)
U(t) = —cU(t)+cd k | G(t) + B () / Urydr| S (65)
t—D
dfoe-D) _[ 0
dt[ U() }‘ [—cU(ﬂ]*
kU= D) (66)

ckG(t) 4 ckH(t) / U(7)d(T)
t—D
A partir das equagoes (64) e (65), define-se o vetor de
estado da seguinte forma:

0= ")

que permite expressar (65) na forma de uma equagdo
diferencial funcional estocastica

diZG(T) = G(z5) + eF(r,z5,1(7),€),
-

(67)

(68)

no qual € := 1/w. Portanto, uma vez que n(r) é um
processo de Markov homogeamente ergédico (assumindo
valores no espago de fase Y) com medida invariante p(dn) e
propriedade de ergodicidade exponencial, z$(§) = z¢(t + 9)
para —D < § < 0 e G : Co([-D,0]) — R?, bem como a
fungao Lipschitz F : Ry x Co([-D,0]) x Y x [0,1] — R?
com F(r, 0, n, €) = 0 sao mapeamentos continuos e
C3([—D,0]) denotando a classe de fungdes vetoriais conti-
nuas de dimenso 2 no intervalo [—D, 0], pode-se aplicar o
teorema da média de (Katafygiotis e Tsarkov, 1999) para
concluir o resultado exponencial de p-estabilidade (com
p=2) do sistema aleatério inicial considerando € suficien-
temente pequeno (¢ — 0) e obter assim a desigualdade
(28).

3.8 Convergéncia Assintdtica para um Residuo

Define-se o tempo de parada (Liu e Krstic, 2010):

A = inf {t>0:|2°(t)| > M|z°(0)|e M+O0(e)}  (69)
como a primeira vez em que a norma do vetor de erro deixa
de satisfazer a propriedade de decaimento exponencial.

Além disso, aparecem as constantes da seguinte forma:
M > 0, A > 0 e a funcao T(e) : (0,1) — N. Dessa
maneira, a norma do vetor erro |z¢(t)| converge para um
valor menor do que o valor residual A(e) = O(e). Trata-se
de uma convergéncia exponencial e rapida que pode se dar
de duas formas: almost surely (a.s.) e in probability:

1in(1J inf{t > 0:|z°(t)] > M|z°(0)[e ™ + A} = 00, a.s.,
€E—

(70)
lim P{ 2 (t)| < M|z€(0)]e ™ + A, Vt € [0,T(e)]} = 1,
e—
(71)
com lim,_,o T(e) = oo. De (70), fica claro que 720 ge

aproxima de infinito & medida que € tende a zero. De
forma similar, em (71), a fungdo deterministica T'(e) tende

ISSN: 2525-8311

0432

a infinito & medida que € vai a zero. Segue de (70) e
(71) que a convergéncia exponencial é satisfeita dentro de
um intervalo de tempo arbitrariamente longo. Qualquer
componente do vetor erro converge para um valor menor
que A(e) = O(e), particularmente o componente 6(t).

Entao, pode-se dizer que lim,_,o P {lim SUDP;_, oo |§(t)|} =
O(e). A partir das equagcdes (3) e (7), chega-se a

0(t) — 0" = O(t) + asen(n(t)) . (72)
Uma vez que o primeiro termo no lado direito de (72) é
da ordem de O(€) e o segundo termo ¢é da ordem de O(a),
chega-se & equagdo (29). Finalmente, a partir de (2) e (29),
obtém-se (30). O

4. SIMULACOES NUMERICAS

Com o objetivo de avaliar a compensagao do atraso no
ESC estocastico multivaridvel, considera-se o seguinte ma-
peamento estatico nao linear:

QO) =5+ %(2(91)2 + 402~ 1)+ 40,(0, - 1)), (73)

com atrasos D;, = 25 e Dy, = 25. Os pontos de extremo
sao 6* = (0,1) e y* = 5 e a Hessiana desconhecida do
2 2
2 4
simulagoes numéricas do preditor (24) para os seguintes
valores: a; = as = 0.22, ¢ = 20 e K = 0.005 I, em que
I € R%2%2 ¢ a matriz identidade de ordem 2.

mapeamento é H = — . A seguir, sdo apresentadas

Pela Figura 2, verifica-se a preservagao da estabilidade do
sistema em malha fechada e a convergéncia da entrada da
planta para a vizinhanga do valor 6timo 6* = (0, 1) quando
nenhum atraso é considerado. Na Figura 3, observa-se que
a saida da planta convergiu para a vizinhanga do valor
desejado y* = 5.

Gradiente
—0,)
— 0,0

RN

|

o)

-0.5 - -
0 200 400 600

Tempo (segundos)

Figura 2. Entrada 0(t) do algoritmo Gradiente multivaris-
vel estocastico sem atrasos.

Pelos resultados das Figuras 4 e 5, verifica-se que o
controle extremal nao é robusto na presenca de atrasos
de entrada ou saida, levando o sistema em malha fechada
a instabilidade, conforme ja demonstrado na literatura
(Oliveira et al., 2017).

Pela Figura 6, confere-se a preservacao do sistema em
malha fechada e a convergéncia da entrada da planta para
a vizinhanga do valor 6timo * = (0, 1) quando o esquema
proposto baseado em preditor é empregado.
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Gradiente

WWMMWW

0 200 400 600
Tempo (segundos)

Figura 3. Saida y(t) do algoritmo Gradiente multivaridvel
estocastico sem atrasos.

Gradiente
10 T -

—00
st 0,0

0 100 200 300 400 500
Tempo (segundos)

Figura 4. Entrada 6(t) do algoritmo do Gradiente multi-
variavel estocastico com atrasos sem preditor.

Gradiente
500 : ‘
0
\
B \
500 \
Z-1000 \\
|
-1500 |
|
2000 l“k
2500
0 100 200 300 400 500

Tempo (segundos)

Figura 5. Saida y(t) do algoritmo Gradiente multivaridvel
estocastico com atrasos sem preditor.

Na Figura 8, observa-se que o atraso total inserido foi
devidamente compensado pelo preditor, a estabilidade do
sistema em malha fechada foi completamente preservada
ao longo do tempo e a saida da planta convergiu para
a vizinhanca do valor desejado @Q* = 5. Observa-se, na
Figura 9, a atenuagao do sinal de controle U(t) & medida
que a saida do mapeamento tende a vizinhanga de seu valor
6timo y*. Pela Figura 10, nota-se que a estabilidade do
sistema em malha fechada foi preservada e as estimativas
da matriz Hessiana convergem para a vizinhanca &étima
desejada.

5. CONCLUSAO

Neste artigo, foi proposto um novo esquema de controle
extremal estocdstico baseado no algoritmo Gradiente para
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Gradiente
‘ —6,0
—0,0

-0.5

0 500 1000 1500 2000
Tempo (segundos)

Figura 6. Entrada 0(t) do algoritmo Gradiente multivari-
vel estocastico com atrasos mais preditor.

Gradiente
‘ 9:1 (t)
0s(t)

0.5 : ‘ :
0 500 1000 1500 2000

Tempo (segundos)

Figura 7. Estimativa 0(¢) do algoritmo Gradiente multiva-
ridavel estocastico com atrasos mais preditor.

Gradiente

0 500 1000 1500 2000
Tempo (segundos)

Figura 8. Saida y(t) do algoritmo Gradiente multivaridvel
estocdstico com atrasos mais preditor.

otimizacao multiparamétrica em tempo real na presenca
de atrasos de entrada e saida. A lei de controle aqui
definida para compensagao dos miltiplos atrasos usa reali-
mentagao baseada em preditor com estimativa da Hessiana
baseada em perturbacoes, associada ao ajuste adequado
dos sinais estocdsticos (de excitagao). A nova abordagem
preserva a estabilidade exponencial e a convergéncia da
saida do sistema a uma pequena vizinhanga do ponto de
extremo, mesmo na presenga de atrasos. Realizou-se uma
rigorosa demonstracao de estabilidade via transformacgao
backstepping e teorema da média em dimensées infinitas.
Os resultados numéricos mostram os desafios e vantagens
de lidar com a insercao dos atrasos no sistema e a posterior
implementagao do preditor no algoritmo do tipo Gradiente
para a compensagao dos atrasos.
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Gradiente
0.01 : ‘
— U0
| U0
|
|
g 0 ‘ MWMW"\‘v\*‘\m“-"‘w"‘““*ﬂ"“"”““‘“}‘*’“""‘fv‘”“"““
\‘ '
-0.01 - - -
0 500 1000 1500 2000

Tempo (segundos)

Figura 9. Sinal de Controle U(t) do algoritmo do Gradiente
multivaridvel estocdstico com atrasos mais preditor.

Gradiente
28 ‘ Hyy(t) = Hy = —2
Hyy(t) — Hyp = —2
Hy(t) = Hy = —2
' Ha(t) — Hypy = —4
= [ nm 1
g m st s s
12| ]
-20
28 L L L
0 500 1000 1500 2000

Tempo (segundos)

Figura 10. Convergéncia do valor H (t) da estimacdo da
matriz Hessiana. O tracejado vermelho corresponde

a Hy = Hys = Hsy = —2 e o tracejado lilas
corresponde a Hoy = —4.
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