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Abstract: The present paper addresses the problem of stability analysis and robust stabilization
of switched linear systems with time-delay in the state function. The uncertainty class considered
is of discrete-time varying polytopic type. Conditions are proposed, in the form of linear matrix
inequalities, via time-varying uncertain parameter-dependent switched Lyapunov functions,
to ensure the positivity, stability and robust stabilization of the dynamic system. Polytopic
uncertainties are considered in the state matrix and in the matrix that weights the time-delay
state function. Two example systems are employedd to verify the effectiveness of the proposed
conditions.

Resumo: O presente trabalho aborda o problema de andlise de estabilidade e estabilizacao
robusta de sistemas lineares chaveados com atraso de tempo na funcao de estados. A classe de
incertezas considerada é do tipo politopica variante no tempo discreto. Sao propostas condigoes,
na forma de desigualdades matriciais lineares, via fungoes de Lyapunov chaveadas dependentes
de parametros incertos variantes no tempo, para garantir a positividade, estabilidade e
estabilizag@o robusta do sistema dinamico. As incertezas politépicas sao consideradas na matriz
de estados e na matriz que pondera a funcao de estados com atraso de tempo. Sao empregados

dois sistemas exemplos para verificacao da eficdcia das condigoes propostas.
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1. INTRODUCAO

Sistemas chaveados por definicao sao sistemas dinamicos
compostos por modos ou subsistemas que sao chaveados
entre si através de uma fungao de chaveamento (Lacerda
and Agulhari, 2020). Esses sistemas possuem vérias apli-
cagoes na ciéncia, principalmente em circuitos eletronicos,
como em osciladores (Xu et al., 2019), conversores DC/DC
(Deaecto et al., 2010), e entre outros. Além disso, uma ou-
tra grande vantagem dessa classe de sistemas dinamicos é
devido a sua capacidade em representar matematicamente,
através de uma familia de modos, varias regices dinamicas
de um sistema (Xiang et al., 2017). Essas motivagoes e
entre outras tornam atraente o estudo e investigacao de
novas caracteristicas dinamicas de sistemas chaveados.

Por definicao, sistemas chaveados sao chamados positivos
se a evolugao temporal da funcao de estados nao tomar va-
lores negativos (Silva et al., 2021; Spagolla et al., 2019). Es-
ses sistemas possuem também aplicacao na ciéncia, como
em sistemas de comunicagao, biologia, fisica, ecologia, e
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entre outros (Farina and Rinaldi, 2000). Na tentativa de
incorporar complexidades aos sistemas positivos chaveados
para analise de novas caracteristicas dinamicas, varios
pesquisadores tém incorporado atraso de tempo ao sistema
(Huang et al., 2022).

Um interessante topico de investigacao na teoria de siste-
mas positivos chaveados é o impacto do atraso de tempo
na estabilidade do sistema dinamico. Isso se torna ainda
mais interessante na presencga de incertezas paramétricas.
Em Xiang et al. (2014), foi abordado o problema de es-
tabilizagao de sistemas positivos chaveados com atraso de
tempo variante na presenca de uma funcao de chaveamento
assincrona. Em Li et al. (2013), foi tratado o problema de
andlise de estabilidade e sintese de controle baseado no
ganho £, para sistemas positivos chaveados com atraso
de tempo variante. Em Liu et al. (2019), foi tratada a
estabilidade exponencial de sistemas positivos chaveados
impulsivos com atraso de tempo variante e distribuido.

Para o caso em que o sistema positivo chaveado com atraso
de tempo contém incertezas, em Zhang et al. (2014) foi
tratada a estabilizacao na presenca de incertezas interva-
lares e fungao de chaveamento com tempo de permanéncia.
Em Wang and Liang (2020), foi abordado o problema de
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estabilizagao robusta para sistemas positivos chaveados de
horizonte de tempo finito na presenca de saturacao na
funcdo de controle. Em Ma et al. (2018), foi proposta a
estabilizagao robusta de sistemas positivos chaveados com
incertezas intervalares via multiplas fungoes de Lyapu-
nov coopositivas variantes no tempo. Em Liu and Zhang
(2021), foi abordado o problema de estabilizagdo robusta
de sistemas positivos chaveados por realimentacgao de saida
na presenca de incertezas politépicas invariantes no tempo.

Nesse sentido, objetivo da presente proposta é apresentar
condigoes para andlise de estabilidade e estabilizagao ro-
busta de sistemas lineares positivos chaveados com atraso
de tempo constante na funcao de estados e com incertezas
politépicas variantes no tempo. Assim, esse trabalho é
uma extensdo de Wu et al. (2009), em que foram tra-
tadas apenas a estabilidade e estabilizagao de sistemas
positivos com atraso de tempo na funcao de estados e
incertezas politépicas constantes. Nesse trabalho, a classe
de incertezas considerada é do tipo politépica variante
no tempo discreto e a fungao de chaveamento é do tipo
arbitraria. As condigoes propostas foram obtida, na forma
de desigualdades matriciais (do inglés, Linear Matriz Ine-
qualities - LMIs), via fungbes de Lyapunov chaveadas e
dependentes de pardmetros (FLCDP) incertos variantes
no tempo discreto. Para a sintese de controle, as condi-
coes propostas foram desenvolvidas partindo de formas
aumentadas das matrizes do sistema dinamico. As incer-
tezas politopicas variantes no tempo foram consideradas
na matriz de estados chaveada e na matriz chaveada que
pondera a fungao de estados com atraso de tempo. A
sintese de controle foi avaliada em dois sistemas exemplos
instdveis e ndo positivos. O presente artigo é organizado da
seguinte forma: as preliminares sao apresentadas na Sec¢ao
2; os resultados principais desse trabalho sao apresentados
na Secdo 3; os exemplos computacionais para verificar a
eficacia das condigoes propostas sao apresentadas na Secao
4; e na Secao 5 é apresentada a conclusao do trabalho.

Notagao: X € RP*™ representa uma matriz com p linhas e
n colunas de nimeros reais. A notacao p € R™ representa
um vetor com n linhas e 1 coluna de nimeros reais.
P > 0 (P < 0) representa uma matriz definida positiva
(negativa). P > 0 (P > 0) representa uma matriz com
elementos positivos (ndo negativos). A notacdo p > 0
(p > 0) representa uma vetor com elementos positivos
(ndo negativos). A notacdo PT representa uma matriz
transposta. O bloco transposto de uma matriz definida em
blocos é denotado por .

2. PRELIMINARES

O objetivo desta secdao é apresentar os principais resulta-
dos da literatura que norteiam a solugdao dos problemas
abordados neste trabalho.

2.1 Problema de FEstabilidade para Sistemas Lineares
Positivos na Presenca de Atrasos

Seja o seguinte sistema linear no tempo discreto
x(k+1) = Ax(k) + Agx(k — d) (1)
x(0) = ¢(0), para § = —d,—d + 1,...,0,
onde x : Z — R™ é a funcao de estados e k € Z é o
instante de tempo discreto. A matriz de estados A € R™*™,
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a matriz Ay € R"*" d € Z é o valor de atraso de tempo
constante na funcao de estados e x(#) é a condicao inicial.

Defini¢ao 1 (Farina and Rinaldi, 2000; Wu et al., 2009).
O sistema (1) é chamado positivo se as matrizes A > 0 e
A;>0.

Comentario 1. A Definigdo 1 implica que se o sistema (1)
for positivo, entao para qualquer condigdo inicial x(6) > 0
implica que x(k) > 0, Vk € Z..

A seguir é apresentado um teorema que permite verificar
se o sistema (1) é assintGticamente estavel e positivo.

Teorema 1. O sistema (1) é assintéticamente estavel e
positivo se existirem matrizes diagonais definidas positivas
Py, P; € R™*" satisfazendo

ATP A+ P, — Py, ATPyA,

* AEP()Ad - P1 <0

(2a)

A>0eA;>0.
Prova. Ver Wu et al. (2009).

(2b)

2.2 Problema de FEstabilizacdo para Sistemas Lineares
Positivos na Presenca de Atrasos

Seja o seguinte sistema linear no tempo discreto
x(k+1) = Ax(k) + Agx(k — d) + Bu(k) )
x(0) = ¢(0), para 0 = —d, —d +1,...,0,

7

onde u : Z — R™ é a funcdo de entrada e B € R"*™ ¢ a
matriz de entrada.

Definigao 2 (Wu et al., 2009). O sistema (3) é chamado
positivo se as matrizes A >0, A; > 0e B > 0.

Comentario 2. A Definigdo 2 implica que se o sistema (3)
for positivo, entdo para qualquer condigao inicial x(6) > 0
e controle u(k) > 0 implica que x(k) > 0, Vk € Z,..

Supondo que o par (A, B) seja controldvel, entao é possivel
obter uma fungao de controle por realimentacao de estados
que estabiliza assintéticamente o sistema (3) e garante que
ele seja positivo, definida como

u(k) = Kx(k), (4)
onde u : R™*"™ x R™ — R™ ¢ a funcao de controle e

K € R™*"™ é a matriz de ganhos de realimentacao de
estados.

Baseado na Definigao 2 e Teorema 1, a seguir é apresentado
um teorema que garante a estabilizagao assintética do
sistema (3) e a sua positividade.

Teorema 2. O sistema (3) é assintGticamente estabilizavel
e positivo se existirem matrizes diagonais definidas positi-
vas Qp, Q1 € R™ ™ e matriz V € R™*" satisfazendo

Qi -Q 0 QA"+V'BT
*x  —Q QAT <0 (5a)
* * —Qo

€ m
a/ijq()jj + Zbizvzj 2 07 (5b)

z=1
onde a;; € A, qo,, € Qo, bi- € B, v €Z,ic{l,...,n}e
jz e A{1,... ,mjL. Se as condigoes acima forem factiveis,

entao a matriz de ganhos de realimentacao de estados
K=VQ,".
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Prova. Ver Wu et al. (2009).
3. RESULTADOS PRINCIPAIS

Seja o seguinte sistema linear chaveado com incertezas
politopicas variantes no tempo contendo atraso de tempo
constante nos estados

x(k+1) = Ax(k) + Agx(k — d) + Bu(k),  (6)
onde A = A(o(k), a(k)), Ay = Ay(o(k),B(k)) e B =
B(o(k),~(k)). E importante notar que o : Z — I é
a funcao de chaveamento, que nesse trabalho é do tipo
arbitraria. A fungao de chaveamento tem como objetivo
indicar qual modo do sistema estard ativo em um deter-
minado instante de tempo discreto k, de tal forma que
ela toma valores no conjunto I = {1,...,N}, em que
N é quantidade de modos do sistema (6). Os vetores de
pardmetros incertos variantes no tempo a(k), 8(k) e v(k)
pertencem aos seus respectivos simplex unitarios, definidos
como

Q) = { a(k) € R : niagj(k) — 1 ag;(k) > 0
- (7a)
0,(8) = {ﬁ(k)GR"":iﬁac( 1Bk > }
()
0, () = {v(k) R lf;mk) NCE o},
(70)

As matrizes do sistema (6) chaveadas com incertezas
politopicas variantes no tempo sao definidas como

Ne

A(o(k), a(k) =Y asi(k)A (8a)
j=1

Aulo(k),8) = Boclk)Ad (8h)
c=1

B(o(k),7(K) = 3 1o1(k)Bor, (80)

tal que as matrizes Ayj;, Ay, . € By denotam os vértices
de seus respectivos politopos convexos, definidos respecti-
vamente como

A(o(k), au(k)) : Alo(

Z 0t

(9a)
Ay, = {Adw(km(k))  Ra(o(k).800) = 3 Brelk)Aq
c=1

o= {B(O(k)ﬂ(k)) :B(o(k), v(k)) = i%z(k)Baz}.
=1

(9c)

E importante notar que cada modo do sistema (6) é
composto de um politopo convexo, tal que o nimero de
vértices de cada politopo convexo é igual para cada modo.
Segundo Hetel et al. (2006), a combinagdo convexa de
politopos convexos é também um politopo convexo, entao

(8a) - (8c) sao equivalentes a
N
A(ﬁ(k)7 a(k)) = Zgz(k)*&(z7 a(k))
- (10a)
= Z Z 57, azg
=1 j=1
X N
Aq(&(k), Bk)) = Z&(k)Ad(z',ﬂ(k))
(10b)
= ZZSZ 6zc
i=1 c=1
B(¢(k Z& k)B(i, v (k))
N n; (1OC)
= Z Zgz 'Yzl B,
=1 (=1
onde & : Z — {0,1} é a funcdo indicadora, tal que

Ei]il & (k) = 1, Vk € Z. Uma vez que, a cada instante
k, apenas um modo ¢ ativo, entao o uso da fungao indica-
dora ¢é justificado. Utilizando uma notacao simplificada, o
sistema (6) é equivalente a
x(k+1) = A(&(k), a(k))x(k) + Aa(§(k), B(k))x(k — d)
+B(E(k), v (k))u(k).
(11)

3.1 Resultados para o Problema de Estabilidade Assintotica

O sistema (11) com u(k) = 0 é assintéticamente estével se
existir uma FLCDP tal que para

(1) V(x(k), &(k), n(k)) = X" (k)P(&(k), n(k))X(k) > 0
(2) AV(x(k), &(k),n(k)) = V(X(k +1),&(k + 1),n(k +
1)) = V(x(k),&(k),n(k)) <0,
(x(

para (k) # 0, e V(x(k), 5 k),m(k)) = 0 para X(k) = 0,
onde n(k) = [a(k) B(k)] € o

variantes no tempo.

<

etor de parametros incertos

A seguir é apresentado um lema que permite verificar se
o sistema (11) com u(k) = 0 é positivo e assintéticamente
estavel.

(9b)
ATPA+P;—-P, 0O 0 0 ATPyA,
* PQ — P1 0 0 0
* * Ps; — Py 0 0 =< 0. (12)
f’g - Pd,1 0
* * * * Ad PoAd — Pd
ISSN: 2525-8311 0143 DOI: 10.20906/CBA2022/3194
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Lema 3. O sistema (11) com u(k) = 0 é assintética-
mente estdavel e positivo se existirem matrizes diagonais

definidas positivas Pg,P1,...,Py_1,Ps5,. .. ,133 e Rmx»
satisfazendo
ATPA +P; - P, ATPJA,
- - . 0 13
X ATPoA, — Pyl = (132)
ComP1>-P215 Pg,...,f’d_1>-15(i,e
A>0eA;>0. (13b)

Comentario 3: Por questao de simplificacdo, as matri-
zes em (12), (13a) e (13b) sdo denotadas por A =
f}(ﬁ(k),a(k)% Ay = (é(k - d) Bk — d), Py =
Po(E(h — ). n(k ~ D). Py(€(k — d).m(k — )
e Py = P1(&(k), n(k)),. Py(&(k —d+1),n(k —
d+1)).

Prova. De acordo com Wu et al. (2009), rescrevendo o
sistema (11) com u(k) = 0 na forma aumentada

x(k+1) = A(&(k), n(k)X(k),
onde o vetor de estados aumentado x(k) = [xT(k),xT
1),...,xT(k —d)]T e a matriz de estados aumentada

A(&(R),n(k)) =

Py
n(k 1‘)

(14)
(k—

A(&(k), (k) .0 Ay(¢(k—d),B(k —d))
I 0...0 0
0 I1...0 0 (15)
0 0.1 0

Uma vez que a funcao diferenca ao longo da trajetéria da
FLCDP entre k£ + 1 e k deve ser estritamente decrescente
negativa, ou seja, AV (x(k),€&€(k),n(k)) < 0, entdo o
sistema (11) com u(k) = 0 é assintGticamente estivel se
for satisfeito

A(&(k), (k) P&k + 1), n(k + 1) A(&(k), n(k))
—P(&(k),n(k)) <0,

se existir uma matriz diagonal em blocos deﬁnidaﬂ positiva

P (€(k),n(k)), em que P(€(k), n(k)) = diag(Po, P (€(k -

(16)

1)) n(k - 1))’ R f)d(é(k - d)a 77(k’ - d)))’ com
f’1(€(k 1),n(k—-1)) =
ZZZ& 771Jc - ]‘)Plijc (17&)
i=1 j=1c=1
Pa(&(k — d),m(k - ) =
2225 (k — dynije(k — APy, (17b)
=1 1lc=1
onde Py, >j- 0,...,Pg,, =0

Tomando (15), (17a) e (17b), e substituindo-os em (16), é
obtido em (12) a condigéo de estabilidade assintética e po-
sitividade do sistema. Considerando apenas os elementos
de posicdo de canto em (12), é obtido que
ATPA+P; —P, ATPJA,

« 0 <0,
* A’};P()Ad — Pd

(18)
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e considerando apenas os elementos da diagonal principal
de (12), com excegao dos elementos de posicao de canto, é

obtido que Py > P35, Py > f’g, ., Pg_1 =Py

A condicao (13b) permiti verificar se o sistema (11) com
u(k) = 0 é positivo Vk € Z e Vn(k). Portanto, a prova esta
concluida.

3.2 Resultados para o Problema de Estabiliza¢ao Assintdtica

Considerando que o par (A(&(k), a(k)), B(&(k),~v(k)) do
sistema (11) seja controldvel. Entdo é possivel obter uma
funcao de controle chaveada por realimentacao de estados
que estabiliza assintéticamente o sistema (11) e garante a
sua positividade, definida como

N
= Z &i(k)Kix(k)

onde u : {0,1} x R™*" x R® — R™ §é a fungao de
controle chaveada e K; € R™*" ¢ a matriz de ganhos de
realimentacao de estados chaveada pertencente ao i-ésimo
modo do sistema chaveado.

(19)

Para que o sistema (11) seja assintéticamente estabilizdvel
via fungdo de controle chaveada (19), é necessério que a
FLCDP satisfaca

(1) V(x(k),&(k), (k)
(2) AV((k),&(k), (K
D) = Vi(x(k), &(k),

(

para X(k) # 0, e V(x(k), & k),T( )) = 0 para x(k) = 0,
onde (k) = [a(k;) B(k) v(k)] é o vetor de pardmetros
incertos variantes no tempo. A seguir é apresentado um
lema que garante a estabilizagao assintética do sistema
(11) e a sua positividade.

XT (k)P (&(k), T(k)%(k) > 0

= V(E&k+1),&k+1),7(k +

(k)) <0,
(

)

~—

~l

~

Lema 4. O sistema (11), com A, > 0, ¢ assint6ticamente
estabilizavel e positivo se existirem matrizes diagonais
definidas positivas Qo, Q1, Qi € R™*" e matriz V € R™*"
satisfazendo

Qi -Q 0 VTBT+QAT
* -Q QoA <0 (20a)
* * —Qo
e
Qijine) 9Onn + Z bil(hz)vz'(zt) >0, (20b)
z=1
onde a;j,, € Ay, qo,, € Qo, bij,. € Ba, vi,, € Zy,
Vi € {1,...,N}, V5,1 € {1,...,n;} e Vh,t € {1,...,n}.

Se as condigoes acima forem factiveis, entao a matriz de
ganhos de reahmenta(;ao de estados chaveada é dada por

VQO , onde
N
) = Z@-(k)K (21a)
zjgl
) = Z&(k)v (21b)

com V; € R™*",

DOI: 10.20906/CBA2022/3194
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H'PH+P;-P;, 0 0
* PQ — P1 0
* * P; - P,
* * *

Comentario 4: Por questao de simplificagao, as matrizes

m (20a) e (22) sdo denotadas como H = I:I(ﬁ(k),f(k)),
Ag = A&k - d).B(k — d)) B = B(£(k), (k). Qu =
Qu((k — 1), 7(k —1)),.. = Qu(&(k — d), 7(k - d)),
% Qu(k), T(K)), .-, J:Q (E(k—d+1),7(k—d+

Prova. Rescrevendo o sistema (11) em malha fechada na
forma aumentada, é obtido que

X(k+1) = H(E(k), T (k)X (), (23)

onde o estado aumentado é dado por x(k) = [xT (k),x" (k—
1),...,xT(k — d)]* e a matriz de estados aumentada em
malha fechada é dada por

H(&(k),7(k) 0 ... 0 Ay(&(k —d),B(k — d))
I 0...0 0
0 I...0 0 ’ (24)
0 O .. I 0

I:I( Z Z Zgz szl z]la (25)
i=1 j=11=1
onde Hyj;; = Ajj + ByK; e 7(k) = [a(k) v(k)].

Uma vez que a funcao diferenca ao longo da trajetéria da
FLCDP entre k + 1 e k deve ser estritamente decrescente
negativa, ou seja, AV (X(k),&(k), 7(k)) < 0, entdo o sis-
tema (11) é assintGticamente estabilizavel se for satisfeito

H(¢(k), 7 (k) "P(&(k + 1), 7(k + 1)) H(E(k), T(k)) (26)
—P(§(k), T(k)) < 0,
se existir uma matriz diagonal em blocos deﬁnidaA positiva
P(§(k), 7(k)), em que P(§(k), 7(k)) = diag(Po, P1(&§(k —
D,7(k—=1)),...,Py(&(k —d),7(k — d))), com
Pk —1),7(k—1)) =

ny Mgy NG

ZZZZ& k' 1)7—1]01 )Plijcl (27&)
i=1j=1c=11=1
Py(&(k —d),m(k —d)) =
Zzzgz k d Tchl k d) Lijers (27b)
i=1 j=1c=11=1
onde Py, > 5 Pa;;. = 0.
Tomando (2 ), (27a) e (27b), e substituindo-os em (26),

é obtido em (22) a condigdo para estabilizacdo assintética
e positividade do sistema (11). Considerando apenas os
elementos de posi¢ao de canto em (22), é obtido que
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0 H™P,A,
0

0 0 <0. (22)
Py=Puy O

* AdTP()Ad — Pd
T B LB e
H'P(H+P; Py TH PoAs ] 0. (28)

* Ad PoAd - Pd

e considerando apenas os elementos da diagonal principal
de (22), com excegao dos elementos de pos1(;a0 de canto, é

obtido que P1 - P2,P2 - P37 .. Pd 1 - Pd

Comentério 5. E importante notar que em (28) hé a
multiplicagao entre a matriz de ganhos de realimentagao
de estados chaveada K; e a matriz Py, tal que (28) é nao
linear. Para contornar essa situagao, pelo complemento de
Schur, (28) é equivalente a

P;-P, 0 H'P,
* —P, ATPy| <0 (29)
* * —Py

Pré e pés multiplicando (29) pela transformacao de con-
gruéncia diag(Po_l, Pal, Pgl), é obtido que

P, PP, —P;! 0 P, HT
* -P,'PiP,! Py 1AT <0, (30)
* * _Po
fazendo Qo = Py*, Qi = Py 'P1 Pyt e Q1 = Py PPy,
resulta em
Qi—Qo 0 QOI:IT
* -Q1 QoA | <0, (31)
* * —Qo
que pode ser reescrito como
Qi-Q 0 VTBT QAT
* -Qq QoA] =< 0. (32)
* * —-Qo

Por fim, a condi¢ao (20b) garante que o sistema (11) seja
positivo Vk € Z e V7 (k). Portanto, a prova estd concluida.

Comentario 6. A matriz Qy = P, ' é definida como nao
chaveada com incertezas politopicas variantes no tempo.
Se Qq fosse chaveada com incertezas politopicas variantes
no tempo, o elemento de posigdo (3,3) em (31) tornaria
(32) uma desigualdade matricial nao linear.

Comentario 7: Para um caso particular em que os vetores
de parametros incertos variantes no tempo sao iguais, ou
seja, a(k) = B(k) = v(k), é considerado que cada modo
do sistema (6) possui um unico politopo convexo, tal que
os vértices sao descritos por A;;, Ay, e By;.

4. EXEMPLOS COMPUTACIONAIS

Para certificar a eficicia das condigbes propostas para
solucoes do problema de controle para a classe de siste-
mas tratada nesse trabalho, foram empregados exemplos
académicos. As condigoes propostas na forma de LMIs fo-
ram implementadas e solucionadas em MATLAB (R2016a)
através do parser YALMIP (Lofberg, 2004) e solver SE-
DUMI 1.3 (Sturm et al., 2006).
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4.1 Exemplo 1

O sistema exemplo 1 é inspirando em um sistema linear
chaveado com dois modos, que pode ser encontrado em Wu
et al. (2009). Para o problema de controle tratado nesse
trabalho, esse sistema foi adaptado para o caso chaveado
com incertezas politépicas, através da criacao de novas
matrizes de forma arbitraria. Dessa forma, considere o
sistema linear chaveado com incertezas politépicas

0,6 0,21 0,517 £ 0,6 0,19 0,49
A= ]0,31 0,4 021 Ap=1029 0,2 019
0,215 0,11 —0, 2] 0,195 0,09 —0,2
0,6 0,212 0,512 £ 0,6 0,188 0,488
Ao = (0,312 0,42 0,212| Ay = |0,288 0,18 0,188
0,217 0,112 —0,2] 10,193 0,088 —0,2
2,1 1,97 2,12 1,88
B =1, Blel ]3212[1 B22=[1]
1,1 0,9] 1,12 0,88
010,21 0,2 0,1 0,19 0,2
A, [0,1 0,21 0.1 Ay, lO,l 0.19 0. 1]
0.1 0,1 0,2] 0.1 0,1 0.2
010,212 0,2 0,1 0,188 0,2
A, [0,1 0.212 0, 11 Ay, = [0, 10,188 0, 1] .
0.1 0.1 0.2 0.1 0,1 0.2

Conforme pode ser verificado, o sistema (33) é assinté-
ticamente estdvel e nao positivo. Dessa forma, a funcao
de controle chaveada, caso satisfeitas as condigoes propos-
tas em (20a) - (20b), deve estabilizar assintéticamente e
tornar positivo o sistema (33), considerando a fungao de
chaveamento arbitraria e incertezas politopicas variantes
no tempo. Uma vez que o atraso de tempo constante
considerado para o sistema dinamico do exemplo 1 éd = 1,
sao necessarias duas fungoes de Lyapunov para estabilizar
assintGticamente o sistema (33) na forma aumentada, que
sao0

(34a)

— xT (= D@1 (€(k — 1), 7k — D)x(k— 1)
(34b)

Para a solugao do problema de controle, os vetores de
parametros incertos variantes no tempo foram definidos
como a(k) = B(k) = v(k) . Apés a solugdo do conjunto
de LMIs (20a) - (20b), foram obtidas as seguintes matrizes
de ganhos de realimentagao de estados

K1, = [~0,1825 —0,0764 0,2030]
K1z = [-0,1929 —0,0467 0,2543]
(35)
Koy = [0, 1821 —0,0791 0,1981]
Kay = [—0,1943 —0,0429 0,2595] .

Com respeito a outros valores de atraso, na Tabela 1 sao
apresentados os numeros de varidveis escalares Ny e de

I a(k) foi gerado utilizando a fungdo rand() do MATLAB, com a
seguinte restrigdo a12(k) =1 — a11(k) e (k) =1 — a1 (k).
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linhas Nj de LMIs para diferentes valores de atraso de
tempo constantes.

Tabela 1. Numero de varidveis escalares Ny e
de linhas N; de LMIs para o exemplo 1.

d 1 2 5 10 20
Ny 27 39 75 135 255
Np 124 148 364 664 1264

A avaliacao da funcao de controle chaveada foi realizada
considerando as condigdes iniciais x(6), para § = —1 e
6 = 0, iguais a x(—=1) = [7 7 7]T e x(0) = [6 6 6]T.
E importante notar que x(f) > 0, assim satisfazendo a
condicao apresentada para a positividade de um sistema
dindmico com respeito & condicdo inicial. A evolucao
temporal da funcao de chaveamento arbitraria é mostrada
na Figura 1.
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Figura 1. Evolugao temporal da fungao de chaveamento.
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Figura 3. Evolucao temporal da fungao de estados.

Na Figura 2 é mostrada a evolucao temporal das fungoes de
Lyapunov. B importante notar que, conforme apresentado
em (28), a matriz de Lyapunov diagonal Qp e a matriz
de Lyapunov diagonal chaveada Qy,; devem ser definidas
positivas, ou seja, Qo = 0 e Qq,, > 0, para que Vo > 0

e Vi > 0 para x(k) # 0, Vj = 0 e Vi = 0 para
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x(k) = 0, Vk € Z e V7(k). Através da Figura 2, é
possivel notar que essas condigoes foram satisfeitas. Ainda,
através da Figura 2, é possivel afirmar que AVy < 0 e
AV < 0, Vk € Z e Y7 (k). Com isso, a FLCDP aumentada
V(x(k),&(k), (k) > 0 e AV(x(k),&(k),7(k)) < 0 para
X(k) # 0, e V(x(k),&(k),7(k)) = 0 para %X(k) = 0,
Vk € Z e V1(k). A evolugdo temporal da funcio de
estados é mostrada na Figura 3, em que é possivel notar
que o sistema linear chaveado com incertezas politépicas
variantes no tempo é positivo, ou seja, x(k) > 0 Vk € Z
e V7(k). Portanto, além de garantir a positividade, a
funcao de controle chaveada estabilizou assintéticamente
o sistema (33).

4.2 Exemplo 2

O sistema exemplo 2 é inspirando em um sistema linear
com atraso de tempo na funcao de estados, que pode
ser encontrado em Xu et al. (2001). Para o problema de
controle tratado nesse trabalho, esse sistema foi adaptado
para o caso chaveado com incertezas politépicas, através
da criacao de novas matrizes de forma arbitrdria. Dessa
forma, considere o sistema linear chaveado com incertezas
politépicas

(1 -0,6 1,1 -0,7
All—[o,zl 0,5} Al?‘[o,s 0,9}

_[-0,9 0,7 -1 -0,75
A21—{073 0,4} AQQ_{OJ 0,3}

0,10,25 0,05 0,2

Bll_[o 0,1} Bl?‘[o 0,05]
(36)

0,08 0,22 0,10,16

Bﬂ—[o 0,08] 322—[0 0,1]

0,1 0,15 0,08 0,1
Ay, [0,15 ,1} Ady, = [0,1 0,08]

0,05 0,18 0.10.1
Adn = {o, 18 0,05] Adzy = {071 0, 1] :

Conforme pode ser verificado, o sistema (36) é instével e
nao positivo. Dessa forma, a funcao de controle chaveada,
caso satisfeitas as condigbes propostas em (20a) - (20b),
deve estabilizar assintoticamente e tornar positivo o sis-
tema (36), considerando a fungdo de chaveamento arbi-
traria e incertezas politépicas variantes no tempo. Uma
vez que o atraso de tempo constante considerado para o
sistema dindmico do exemplo 2 é d = 2, sdo necessarias
trés fungoes de Lyapunov para estabilizar assintéticamente
o sistema (36) na forma aumentada, que sao

Vo = Vo(x(k)) = x" (k)Qox(k)
Vi = Vi(x(k — 1),
=x"(k—1)Qi(&(k —

b )’ )
— X" (k — 2)Qu(€(k — 2), 7(k — 2))x(k - 2).
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Para a solugcdo do problema de controle, os vetores de
parametros incertos variantes no tempo foram definidos
como a(k) = B(k) = v(k) 2. Apés a solugao do conjunto
de LMIs (20a) - (20b), foram obtidas as seguintes matrizes
de ganhos de realimentacao de estados chaveadas

K. _ [2,8435 15,6601] o [ 30,3923 74,4068
1= 121057 —3,1080| 712 = | 12,1322 —14, 1370

Ko _ [17:3236 18,2600] . _ [11,2268 10,3791
217 | _1,3294 —2,5788| 22 = | 0,8428 —0,1768| -
(38)

Com respelto a outros valores de atraso, na Tabela 2 sao
apresentados os nimeros de varidveis escalares Ny e de
linhas Ny, de LMIs para diferentes valores de atraso de
tempo constantes.

Tabela 2. Numero de varidveis escalares Ny e
de linhas Nj;, de LMIs para o exemplo 2.

d 1 2 5 10 20
Ny 26 34 58 98 178
Ny 75 115 235 435 835

A avaliacdo da funcdo de controle chaveada foi realizada
considerando as condigbes iniciais x(6), para 6§ = —2,
0 =—-1ef=0,iguaisax(—2) = [888|T,x(~1) =[666]T
e x(0) = [5 5 5]T. E importante notar que x(#) > 0, assim
satisfazendo a condicao apresentada para a positividade
de um sistema dindmico com respeito a condigao inicial.
A evolugao temporal da fungao de chaveamento arbitraria
¢é mostrada na Figura 4.

Na Figura 5 é mostrada a evolugao temporal das fungoes de
Lyapunov. E importante notar que, conforme apresentado
em (28), que a matriz de Lyapunov diagonal Qo e as
matrizes de Lyapunov diagonais chaveadas Qi,; e Qa,;
devem ser definidas positivas, ou seja, Qo = 0, Q1,; = 0 e
Qa,, = 0, para que Vy > 0, Vi > 0eVy > 0parax(k) # 0,
Vo=0,Vi =0e Vs =0 para x(k) = 0, Vk € Z e V7 (k).
Além disso, conforme apresentado em (28), Q1,, = Qq,;,
tal que Vi (x(k), &(k), 7 (k) — Va(x(k — 1), &(k — 1), 7(k -
1)) > 0, Vk € Z e V7 (k). Através da Figura 5, é possivel
notar que essas condigoes foram satisfeitas. Ainda, através
da Figura 5, é possivel afirmar que AV < 0, AV, < 0, e
AV, < 0, Vk € Z e Y7 (k). Com isso, a FLCDP aumentada
V(x(k),&(k), T(k)) > 0, e AV(x(k),&(k), 7(k)) < 0 para
%(k) £ 0, ¢ V(X(k),£&(k), (k) = 0 para %(k) = 0,
Yk € Z e V7(k). A evolugdo temporal da fungao de
estados é mostrada na Figura 6, em que é possivel notar
que o sistema linear chaveado com incertezas politépicas
variantes no tempo é positivo, ou seja, x(k) > 0 Vk € Z
e V7(k). Portanto, além de garantir a positividade, a
funcao de controle chaveada estabilizou assintéticamente
o sistema (36).

5. CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi apresentar condigbes para
estabilidade e estabilizagao robusta via FLCDP para sis-
temas chaveados com atraso de tempo constante na funcao

2 a(k) foi gerado utilizando a funcio rand() do MATLAB, com a
seguinte restricio a12(k) = 1 — a11(k) e asa(k) = 1 — az1 (k).
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Figura 4. Evolucao temporal da funcao de chaveamento.
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Figura 5. Evolugao temporal das fungoes de Lyapunov.
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Figura 6. Evolucao temporal da fungao de estados.

de estados. Na presenca da funcao de chaveamento arbitra-
ria e incertezas politépicas variantes no tempo, foi possivel
observar, uma vez que as condigoes propostas foram satis-
feitas, os sistemas exemplos foram estabilizados e tornados
positivos através da funcao de controle chaveada. Esse
resultados demonstram a eficicia das condigdes propostas.
Por fim, para trabalhos futuros, uma possivel consideracao
é a inclusao de atraso de tempo variante.
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