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Abstract: In this paper, a fuzzy descent method applied to adaptive filtering algorithms in
the hypercomplex domain is proposed. The adopted methodology consists of Mamdani fuzzy
inference system design, in the hypercomplex domain, applied to the computation of adaptation
step size to be adopted for the convergence of the adaptive filtering algorithm. The partitioning
of the universe of discourse regarding to the components of input and output hypercomplex
variables of fuzzy inference system, to define the rule base, is performed by the expert’s
knowledge about the application. For validation purposes, the proposed methodology was
applied to a Normalized Least Mean Square (NLMS) filter variation, which is based on the
minimization of cost function of the Recursive Least Square (RLS) algorithm. Computational
results and comparative analysis illustrates the efficiency and applicability of the proposed
methodology, providing lower computational cost and lower final misfit for estimating the
optimal weights of the adaptive filter.

Resumo: Neste artigo é proposto um método de descida fuzzy aplicado a algoritmos de filtragem
adaptativa no dominio hipercomplexo. A metodologia adotada consiste no projeto de um
sistema de inferéncia fuzzy do tipo Mamdani, no dominio hipercomplexo, aplicado no célculo do
tamanho do passo de adaptacao a ser adotado para a convergéncia de algoritmos de filtragem
adaptativa. O particionamento do universo de discurso referente as componentes das variaveis
hipercomplexas de entrada e saida do sistema de inferéncia fuzzy, para definicao da base de
regras, € realizado de acordo com o conhecimento do especialista sobre a aplicacao. Para
fins de validacdo, a metodologia proposta foi aplicada & uma variacao do filtro Normalized
Least Mean Square (NLMS), a qual é baseada na minimizacao da fungéo custo do algoritmo
Recursive Least Square (RLS). Resultados computacionais e andlise comparativa ilustram a
eficiéncia e aplicabilidade da metodologia proposta quando comparada a abordagens relevantes
da literatura, proporcionando menor custo computacional e menor desajuste final para estimacao
dos pesos 6timos do filtro adaptativo.
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1. INTRODUCAO

Devido sua simplicidade e robustez, o algoritmo Least
Mean Square (LMS) foi largamente aplicado desde que
foi proposto em 1959, servindo de base para o desenvolvi-
mento de diversas outras técnicas de filtragem adaptativa
(da Costa et al., 2021; Jalal et al., 2020; Zhang et al., 2020).
O modo de operagdo online e adaptativo do algoritmo
LMS torna seu uso adequado para o processamento de da-
dos nao-estacionarios, com aplicagoes em diversos campos
de pesquisa envolvendo reducao de ruido, cancelamento
de eco, equalizagao de canais, processamento de sinais de
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radares, dentre outras (Huang et al., 2018; Tian et al.,
2018).

Uma outra técnica também bastante utilizada em proble-
mas de otimizacao é o algoritmo Recursive Least Square
(RLS), o qual, assim como o LMS, também converge para
a solucao 46tima, através da minimizacao do erro médio
quadrético de estimacao (Sayed, 2003). O algoritmo RLS é
capaz de convergir para a solugao 6tima mais rapidamente
que o algoritmo LMS e também apresenta um melhor
desempenho de rastreio em ambientes nao-estaciondrios
(Haykin, 2014). Por outro lado, o RLS apresenta as li-
mitagoes de ser menos numericamente estavel e possuir
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um elevado custo computacional, ambas devido ao uso
do lema de inversao de matrizes (Sayed, 2003). Embora
exista uma grande quantidade de estudos envolvendo a
aplicagao dos algoritmos de otimizagao LMS e RLS atu-
almente, muitos pesquisadores tém se dedicado a propor
melhorias para ambos os algoritmos (Lunglmayr et al.,
2020). Em (Variddhisai and Mandic, 2017), uma meto-
dologia unificada para o projeto de filtros adaptativos foi
proposta combinando a alta taxa de convergéncia do RLS
com a simplicidade computacional do LMS, obtendo-se um
desempenho competitivo ao algoritmo RLS padrao.

No contexto de filtragem adaptativa e estimacao de esta-
dos, uma &area de pesquisa que tém chamado a atengao de
muitos pesquisadores é a inteligéncia computacional onde
os sistemas fuzzy vém se destacando cada vez mais em
aplicacoes na area de processamento de sinais, modelagem
e controle (Lan et al., 2020; Feng et al., 2021). Este
interesse crescente pelos sistemas fuzzy é devido a sua
estrutura simplificada baseada em regras capaz de fazer a
aproximacao de fungoes e tratamento de nao linearidades
e incertezas (Serra, 2012).

Alguns estudos envolvendo a utilizagao de sistemas fuzzy
na area de filtragem adaptativa ja foram desenvolvidos
no intuito de melhorar o desempenho e reduzir o custo
computacional dos algoritmos propostos (Abdygalievich
et al., 2019; Benhalima et al., 2019). Entretanto, com o
aumento da complexidade das aplicacoes do mundo real, a
proposi¢ao de metodologias em filtragem adaptativa capa-
zes de agregar as vantagens do RLS e LMS tradicionais e,
ainda, realizar o processamento de incertezas presentes nos
dados experimentais, ainda estd em aberto. Diante disso,
a metodologia apresentada neste artigo estd baseada no
projeto de um sistema fuzzy, no dominio hipercomplexo,
aplicado na determinagao do tamanho do passo de adap-
tacdo a ser adotado para a convergéncia do filtro LMS
normalizado, o qual minimiza a funcao custo do algoritmo
RLS, a fim de garantir maior robustez ao filtro desenvol-
vido em (Variddhisai and Mandic, 2017). As principais
contribuicoes deste artigo que garantem a originalidade da
metodologia proposta sao:

e Desenvolvimento de um método de descida fuzzy apli-
cado a algoritmos de filtragem adaptativa, o qual
é capaz de determinar o melhor tamanho do passo
de adaptacao em funcao das incertezas presentes em
dados experimentais.

e Formulagao de uma metodologia para o projeto de
um sistema fuzzy no dominio hipercomplexo, com
aplicagoes em filtragem adaptativa, o que oferece a
vantagem de aumentar o campo de aplicacoes para o
método proposto.

2. METODOLOGIA
Nesta secao, serd apresentada a metodologia para o projeto
do sistema fuzzy para determinagao do tamanho do passo
de adaptagao aplicado ao filtro NLMS baseado em RLS.
2.1 Filtro Adaptativo NLMS baseado em RLS

A formulacao matemadtica para o filtro adaptativo NLMS
baseado no algoritmo RLS, no dominio hipercomplexo, foi
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proposta pela primeira vez em (Variddhisai and Mandic,
2017), onde a fungao custo a ser minimizada pelo algoritmo
NLMS é dada por:

In(W) =~ 20, (W) (1)

onde ®, (W) corresponde a fungao custo do algoritmo RLS
dada pela seguinte expressao:

B, (W) = 3N (w)] 2 (2)
k=1

onde 0 < A < 1 é o fator de esquecimento usado para
reduzir o efeito de amostras de dados mais antigas e & (W)
é o erro de estimacao. Seja y, o sinal desejado (saida) e z,,
o sinal de entrada (varidveis hipercomplexas pertencentes
ao dominio H), n = 1,..., N, a estimacdo linear de y,,
denotado por ¢, pode ser expressa como

Un = <W7 qn> = WHQn (3)

onde w é uma estimativa para a solucao 6tima w°? e q,
é definido como (Haykin, 2014):

[ T iT iT kT
qn = [Xn Xn Xn Xn ] (4>
onde X, = [Tn,Tn_1,--.,Tn—pM+1] Tepresenta o vetor de
regressores para um filtro de tamanho M. O erro de

estimagao sera entao dado por:

En(W) = Yn — Un = Yn — vAVHcln (5)
Substituindo as Egs. (5) e (3) em (1), obtém-se

Tn(W) = %R, W — 20 {& e} + ) Ay (6)
k=1

onde R{-} e H sdo, respectivamente, os operadores de
parte real e transposto Hermitiano tal que

R, => X'"*q.qf = R,_1 + qnq) (7)
k=1

r, = Z N Ryl = A1+ anyl (8)
k=1

O procedimento de otimizagao realizado pelo algoritmo
NLMS, para a minimizagao da sua fungao custo dada na
Eq. (6), é realizado a partir do cdlculo do gradiente a priori
como

gn|n71 = VW* Jn(w)|v?1:w71 = Ran,1 — Iy (9)

A expressao para a atualizacdo dos pesos hipercomplexos
¢é dada por:

W, = Wy_1 +dyan, (10)
onde d,, é a direcao de descida e o, € R é o tamanho do
passo aplicado na iteracao n do algoritmo, dado por:
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<dnagn\n—1>
ay = —Cm Bnin-1) (11)
onde

Em seguida, o vetor gradiente é atualizado para o gradiente
a posteriori gy, da seguinte forma:

gnin = Vw * Jn(W)|w=w = Ryw, — 1, (13)

O algoritmo recursivo de atualizagao é dado por:
8njn—1 = ABn—1jn—1 — An€;, (14)
gnln = Bnjn—1 + hppan (15)

2.2 FEscolha da Direcao de Descida

Em processos nao-estacionarios, devido a matriz de au-
tocorrelagao R, ser estatisticamente variante no tempo,
muitos algoritmos de descida tornam-se ineficientes para
a estimagdo do vetor de pesos Stimo wP (Chang and
Willson, 2000). Diante disso, novos métodos tem sido
desenvolvidos nao sé para superar esta questao como tam-
bém garantir uma rapida velocidade de convergéncia e
um pequeno desajuste final a estimativa de pesos 6timo.
Dois métodos distintos de descida comumente adotados
em filtragem adaptativa sao o Conjugado de Markov e
o Steepest Descent, os quais sao brevemente descritos a
seguir.

Conjugado de Markov (CM) A diregao de descida para
o método de Conjugado de Markov é expresso por (Va-
riddhisai and Mandic, 2017):

d, = —8n|n—1 +dp-18n (16>

onde 3, é dado por:

<dn—1a Vn>
= _\dn=LiVn) 17
5 <dn—1; hn\n—1> ( )
com

hn|n—1 =R,d,_: (18)
Vp = Rngn|n—1 (19)

chegando-se ao seguinte algoritmo recursivo de atualiza-
Gao:

Steepest Descent (SD)  Este método é resultado de uma
simplificacao do Conjugado de Markov, onde 3, = 0,Vn
resultando em:

dn = _gn|n—1 (22)
e o tamanho do passo é obtido por:
1 <gn|n717 VTL>
Oy =———, Tp=——""7— 23
et en " llgn—1][? (23)

onde ¢, € R é um regularizador adaptativo (Mandic,
2004).

2.3 Parametrizacao do Método de Descida Fuzzy no
Dominio Hipercomplexo

O modelo fuzzy do tipo Mamdani adotado para imple-
mentacao do método de descida, no dominio dos hiper-
complexo, apresenta a l|[l:1’2""’r]-ésima regra fuzzy dada
por:

SEz, EMje ...ez, EM,ENTAO o, E 4,

(24)

onde z1, ...%p, € H sao as varidveis linguisticas do ante-
cedente, M, = Mllg + iMqu + le{I + leIq( Sa0 0s respec-
tivos termos linguisticos hipercomplexos da proposi¢ao do
antecedente, ai € H é a variavel de saida e A; = AlR +
iAlI + jAlJ —l—kAlK sao os termos linguisticos hipercomplexos
definidos na proposi¢ao do consequente.

A estrutura para o sistema de inferéncia fuzzy adotado é
mostrada na Figura 1, cujas etapas sao detalhadas a seguir.

Sistema Inferéncia Fuzzy Hipercomplexo
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Figura 1. Sistema de inferéncia fuzzy Mamdani no dominio
hipercomplexo.

Fuzificador Esta etapa é responsavel por realizar o ma-
peamento das varidveis de entrada z;,...z,, nos con-
juntos fuzzy hipercomplexos definidos no antecedente das
regras para a obtencao dos graus de pertinéncia corres-

D1 = Ay, g g — qn(qunfl) (20) pondente a [-ésima regra. Para o caso particular onde as

h, ——v, +h 5" (21) fungoes de pertinéncia sao triangulares, o grau de perti-

nin " nin—1Fn néncia em cada conjunto é obtido por (Hata et al., 2013):
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Q Q
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blq —ay
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Mlq(zlq’alq’blq7clq) = C;Q B ZlQ 0 o o
q q
@ _p@’ by < 215 < e
lg lg
0, Cl% <z
(25)

onde @ = R,I,J, K denota as partes real e imaginarias
das variaveis hipercomplexas e a% bg e cg sao os pontos
inicial, de pico e final da fungao de pertinéncia triangular,
respectivamente. A partir da Equagao (25), os graus de
pertinéncia sao valores independentes para as partes real
e imagindarias da variavel linguistica de entrada.

Base de Regras  Este bloco contém as r regras do sistema
de inferéncia fuzzy na forma da Eq. (24), cujas proposigoes
do antecedente e consequente sao formados por conjuntos
fuzzy hipercomplexos linguisticos.

Inferéncia A etapa de inferéncia realiza uma composicao
das regras fuzzy definidas na base de regras. Os graus
de ativagao das regras fuzzy sao processados na etapa de
inferéncia da seguinte forma (Hata et al., 2013, 2018):

q
pe =] MP? (26)
n=1

resultando no seguinte grau de ativagao para a [-ésima
regra:

R T :J K

MZQ =W i+ g + kg (27)

Defuzificador A etapa de defuzificacdo é responsavel por

extrair um valor numérico para a saida do sistema fuzzy.

O valor de saida para aj € H é obtido a partir do método

de centro de gravidade, definido por (Hata et al., 2018;
Moura et al., 2013):

T

S (uft +ipd + jui + k) (AR +iA] + A] + AL

=1

Q_

@] = T B B
F Syl +ipd + jui + kuf) -
28

Por fim, um valor no dominio real R para a variavel de
saida ay é obtido como segue:

ap = (af —ag)? + (o) —ai)? (29)
A implementacdo do NLMS fuzzy baseado em RLS, o
qual é referenciado como m-FNLMS, isto é, o NLMS fuzzy
com memoria, de acordo com a metodologia proposta, é
realizada conforme mostrado no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1: Filtro Adaptativo NLMS Fuzzy com Me-
moéria (m-FNLMS) no Dominio Hipercomplexo

Entrada: x,,, y,, M, \, ee d

Saida: y e w°P

inicio

wo =do =gojo =hgpeRo=0;n=0
repita

n=n+1;

Atualizar q,, de acordo com a Eq. (4);
P H_H.

Y= (anl) q 3

en = Yn = ;

Rn - )\Rn—l + qanLI;
gn\n—l = )\gn—1|n—1 - qne:,;
Vp = Rngn|n71;

Esquema de Descida Fuzzy

d, = —8n|n—1;

Calcular akQ através da Eq. (28);

ar = (o — o) + (o) — af)?

até ||e,|| > & oun = N;

fim
O p—
w?P =w,

3. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Nesta secao, resultados da metodologia proposta aplicada
na estimagao do vetor de pesos 6timo de um modelo de
média movel, no dominio hipercomplexo, sao apresenta-
dos. Para ilustrar a eficiéncia da metodologia proposta,
serd realizada uma andlise comparativa entre o m-FNLMS
proposto e o filtro adaptativo apresentado em (Variddhisai
and Mandic, 2017), o qual utiliza os métodos de descida
pelo Conjugado de Markov e Steepest Descent. A metodo-
logia proposta também serd comparada com outros algorit-
mos de filtragem adaptativa ja consolidados na literatura.
O modelo de média moével utilizado foi o Widely Linear
Quaternion Moving Average de ordem 3 - WLQMA(3),
descrito por (Navarro-Moreno, 2008):

y(n) =Y wiwe i+ Y wa (30)
=0 =0

onde « é a ordem do modelo, wy ; e wa ; sdo os coeficientes
do modelo, z,_; e z;,_; denotam, respetivamente, os re-
gressores que compoe o vetor de entrada para o modelo e
seus complexos conjugados. A entrada x,, consiste de 200
amostras com distribuigdo N (0, 1) para cada uma de suas
componentes no dominio hipercomplexo (r, 4, j, k), com um
SNR moderado de 40 dB. Em cada experimento, foram
obtidas as estimativas do vetor de pesos 6timo utilizando
a metodologia proposta neste artigo, através da média dos
resultados de 100 realizagoes independentes. A varidvel
linguistica de entrada para o sistema de inferéncia fuzzy
hipercomplexo foi considerada como o médulo do erro de
estimacdo e%|9=143F Foram definidos 3 conjuntos fuzzy
com formato triangular no universo de discurso correspon-
dente a cada uma das componentes real e complexas do
erro e%|9=1L43F  conforme ilustrado na Figura 2.

A variavel de saida do sistema de inferéncia fuzzy corres-
ponde ao tamanho do passo «, € H a ser aplicado na
iteragao seguinte do algoritmo do filtro m-FNLMS. Foram
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2 05} PEQUENO MEDIO GRANDE 1

Figura 2. Fungoes de pertinéncia triangulares definidos

sobre o universo de discurso da variavel de entrada
eQ|Q=11ik
N .

definidos trés conjuntos fuzzy do tipo singleton para a
varidvel de saida, os quais s@o mostrados na Figura 3. A

PEQUENO MEDIO GRANDE
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Figura 3. Fungbes de pertinéncia fuzzy singleton definidas

sobre o universo de discurso da varidvel de saida
a@|@=Lijik,

base de regras do sistema de inferéncia fuzzy Mamdani,
obtida a partir do conhecimento do especialista, é dada
por:

REGRA 1: SE eg E pequeno ENTAO afg E grande

REGRA 2: SE €9 E médio ENTAO o E médio

REGRA 3: SE eg E grande ENTAO ag E pequeno
Para avaliar o desempenho dos resultados obtidos para
estimagao do vetor de pesos 6timo, foi utilizada a métrica

do desajuste normalizado, 7,, medido em decibel dB, a
qual é definida como:
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[[wi, — wP|[?

e~ @5

Nn =

(31)

onde w,, é a estimagao do n-ésimo elemento do vetor de
pesos 6timo e w°P é o seu valor 6timo.

3.1 Experimento 1

No primeiro experimento, o m-FNLMS foi comparado com
o filtro adaptativo m-NLMS proposto em (Variddhisai
and Mandic, 2017), o qual utiliza os esquemas de descida
por Conjugado de Markov e Steepest Descent, bem como
também foi comparado com os algoritmos NLMS e RLS
padrao considerando o fator de esquecimento A = 0.95

e ¢ = 0.01, conforme mostrado na Figura 4. E possivel
perceber, através da Figura 4, que o m-FNLMS proposto
neste artigo converge rapidamente para a solucao étima
atingindo o menor desajuste final dentre todos os algo-
ritmos avaliados. Na Figura 5 é mostrado o desempenho
dos mesmos algoritmos considerando o fator de esqueci-
mento como A = 0.99. Para este caso, novamente o m-
FNLMS proposto apresenta elevada taxa de convergéncia,
apresentando o menor desajuste final na estimagao do
vetor de pesos étimo. O acréscimo no valor de A reflete
na velocidade de convergéncia dos algoritmos avaliados
neste primeiro experimento. A variagao do tamanho do
passo de adaptagio a@|9=1%7* durante a implementacio
da metodologia proposta neste artigo para o experimento
1 é mostrada na Figura 6.

€=0.01 A=0.95

1 T

SD m-NLMS
RLS

NLMS

= = =m-FNLMS
CM m-NLMS

Desajuste (dB)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo (Amostras)

Figura 4. Comparacao entre o desalinhamento dos algo-
ritmos NLMS, RLS, m-NLMS e m-FMNLS, conside-
rando A = 0.95.

3.2 Experimento 2

Nas Figura 7 e 8 sao mostrados os resultados para o
segundo experimento realizado. Neste caso, foi examinado
o desempenho do m-FNLMS comparado a algoritmos
de passo fixo e varidvel considerando diferentes valores
para o fator de esquecimento (A = 0.95 e A = 0.99),
respectivamente. As rotinas de passo fixo consideradas
foram o RLS e o m-NLMS com esquema de descida
por Steepest Descent, enquanto que as rotinas de passo
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€=0.01 A=0.99

SD m-NLMS
RLS

NLMS

= = =m-FNLMS
CM m-NLMS

Desajuste (dB)

9 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tempo (Amostras)

Figura 5. Comparacao entre o desalinhamento dos algo-
ritmos NLMS, RLS, m-NLMS e m-FMNLS, conside-
rando A = 0.99.

0.02 |- 4

0 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

amostras

Figura 6. Variagdo do tamanho do passo de adaptacao
aQ|Q=Lii k.

variavel foram o NLMS e o m-NLMS utilizando o esquema
de descida Generalized Square-FError-Regularized - GSER
(J. Lee and Huang, 2009). A partir das Figuras 7 e 8, e
comparando-as com os resultados obtidos no experimento
1 (Figuras 4 e 5), percebe-se que o tamanho do passo
variavel reduz tanto o desajuste final como também a taxa
de convergéncia do algoritmo. Neste segundo experimento,
o m-FNLMS proposto convergiu mais rapidamente que o
RLS e 0o m-NLMS com esquema de descida GSER, obtendo
novamente o menor desajuste dentre todos os algoritmos
avaliados.

3.8 Experimento 3

Outro método de descida também foi avaliado quando
aplicado ao algoritmo m-NLMS proposto em (Variddhisai
and Mandic, 2017). A técnica Generalized Normalized
Gradient Descent - GNGD (Mandic, 2004) foi aplicada
como método de descida no intuito de reduzir o desajuste
final e obter uma velocidade de convergéncia maior para o
m-NLMS. Na Figura 9 sao mostrados os resultados para
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A =0.95

= = =NLMS

= = =GSER m-NLMS
{ 1 SD m-NLMS
RLS
= = =m-FNLMS

m 27 g 1
kel

s "

2 \

33 {‘i ]
§ 1 ¥

Q-4F v 4

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo (Amostras)

Figura 7. Comparacao entre o desalinhamento dos algo-
ritmos NLMS, RLS, m-NLMS e m-FMNLS consi-
derando A = 0.95: passo fixo (linha sélida); passo
varidvel (linha tracejada).

A =0.99
! ‘ - = =NLMS
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Figura 8. Comparacao entre o desalinhamento dos algo-
ritmos NLMS, RLS, m-NLMS e m-FMNLS consi-
derando A = 0.99: passo fixo (linha sélida); passo
varidvel (linha tracejada).

este experimento, onde o m-FNLMS apresentou maior
taxa de convergéncia que o m-NLMS com esquema de

descida por GNGD, bem como apresentou menor desajuste
final.

4. CONCLUSAO

Neste artigo foi proposto um método de descida fuzzy, no
dominio hipercomplexo, aplicado ao algoritmo de filtragem
adaptativa m-FNLMS. A partir dos resultados obtidos, o
m-FNLMS mostrou-se bastante eficiente quando aplicado
na estimacao do vetor de pesos 6timo de um modelo
hipercomplexo de média mével, obtendo resultados com-
petitivos a outros métodos de descida ja desenvolvidos
na literatura. A metodologia proposta contribui com os
algoritmos de filtragem adaptativa sob o aspecto de redu-
¢ao tanto do desajuste final como do custo computacio-
nal, apresentando elevada taxa de convergéncia, quando
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Figura 9. Comparacao entre o desalinhamento dos algo-

ritmos RLS, m-NLMS com diferentes esquemas de
descida e m-FMNLS.

comparado a outras técnicas que envolvem calculos mais
complexos. Para fins de trabalhos futuros, a formulagao
da metodologia proposta utilizando sistemas de inferéncia
fuzzy do tipo Takagi-Sugeno é de particular interesse.
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